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Симметрии сфер
1. Сфера вписана в многогранный угол. Докажите, что точки касания сферы со сторо-

нами угла лежат на одной окружности.

2. В четырехгранный угол вписана сфера. Докажите, что суммы противоположных
плоских углов этого четырехгранного угла равны.

3. Дана выпуклая четырехугольная пирамида с вершиной 𝑆 и основанием𝐴𝐵𝐶𝐷, при-
чём существует сфера, вписанная в эту пирамиду (то есть расположенная внутри
пирамиды и касающаяся всех её граней). Пирамиду разрезали по рёбрам 𝑆𝐴, 𝑆𝐵,
𝑆𝐶, 𝑆𝐷 и отогнули грани 𝑆𝐴𝐵, 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐶𝐷, 𝑆𝐷𝐴 вовне на плоскость 𝐴𝐵𝐶𝐷 так, что
получился многоугольник 𝐴𝐾𝐵𝐿𝐶𝑀𝐷𝑁. Докажите, что точки 𝐾, 𝐿, 𝑀, 𝑁 лежат на
одной окружности.

4. В закрытой крышкой полусферической вазе лежат четыре одинаковых апельсина
и грейпфрут. Апельсины касаются вазы, грейпфрут касается всех апельсинов. Вер-
но ли, что точки касания грейпфрута с апельсинами лежат в одной плоскости?

5. Вчетырехугольнуюпирамиду 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷, в основании которой лежит параллелограмм
𝐴𝐵𝐶𝐷, можно вписать сферу. Докажите, что сумма площадей граней 𝑆𝐴𝐵 и 𝑆𝐶𝐷
равна сумме площадей граней 𝑆𝐵𝐶 и 𝑆𝐷𝐴.

6. Вписанная сфера тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶 касается грани𝐴𝐵𝐶 в точке 𝑋 , вневписанная сфе-
ра касается грани𝐴𝐵𝐶 в точке 𝑌 (и продолжений граней 𝑆𝐴𝐵, 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐶𝐴). Докажите,
что точки 𝑋 и 𝑌 изогонально сопряжены относительно треугольника 𝐴𝐵𝐶 (т. е. что
∠𝐵𝐴𝑋 = ∠𝑌𝐴𝐶 и т. п.).

7. На ребрах 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 так, что центр опи-
санной сферы тетраэдра 𝑆𝐴1𝐵1𝐶1 равноудален от точек 𝐴, 𝐵, 𝐶. Точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 сим-
метричны точкам 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 относительно середин ребер 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 соответственно.
Докажите, что существует сфера, проходящая через точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2, 𝐴, 𝐵, 𝐶.

8. (Финал всероса-2019, задача 11.4) Дана треугольная пирамида 𝐴𝐵𝐶𝐷. Вневписан-
ная сфера 𝜔𝐴 касается грани 𝐵𝐶𝐷 и касается плоскостей остальных граней вне са-
мих граней. Аналогично, вневписанная сфера 𝜔𝐵 касается грани 𝐶𝐷𝐴 и касается
плоскостей остальных граней вне самих граней. Пусть𝐾—точка касания сферы𝜔𝐴
с плоскостью 𝐴𝐶𝐷, а 𝐿—точка касания сферы 𝜔𝐵 с плоскостью 𝐵𝐶𝐷. На продолже-
ниях отрезков 𝐴𝐾 и 𝐵𝐿 за точки 𝐾 и 𝐿 выбраны точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так,
что ∠𝐶𝐾𝐷 = ∠𝐶𝑋𝐷 + ∠𝐶𝐵𝐷 и ∠𝐶𝐿𝐷 = ∠𝐶𝑌𝐷 + ∠𝐶𝐴𝐷. Докажите, что точки 𝑋 и 𝑌
равноудалены от середины ребра 𝐶𝐷.


