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Начало топологии в ℝ𝑛

Определение. Множество 𝑆 называется открытым, если с каждой своей точкой 𝑥 ∈ 𝑆
оно содержит открытыйшар с центром в 𝑥. Множество называется замкнутым, если его
дополнение открыто.

1. Про каждое из перечисленных множеств ответьте, является ли оно открытым и яв-
ляется ли оно замкнутым.
(a) Пустое множество, отрезок, интервал, полуинтервал, окружность, треугольник;
(b) график функции 𝑦 = 𝑥2 , решения неравенств 𝑦2 − 𝑥2 < 1 и 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ⩾ 5;

2. (a) Докажите, что объединение конечного числа открытых множеств открыто;
(b) Докажите, что пересечение конечного числа замкнутых множеств замкнуто;
(c) Верны ли утверждения двух предыдущих пунктов без предположения о том,
что множеств конечное число?

3. Докажите, что любое непустое открытое множество вℝ𝑛 можно представить в виде
объединения шаров

Факт (далее можно его использовать). У любого ограниченного множества 𝑋 действи-
тельных чисел существует точная верхняя грань, т. е. такое число 𝑐, что 𝑐 ⩾ 𝑥 ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 и
∀ 𝑏 < 𝑐 ∃𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 > 𝑏.

4. Доказать следующий факт. Последовательность вложенных отрезков, длины кото-
рых стремятся к нулю, имеет единственную общую точку.

Окрестностью точки 𝑥 ∈ ℝ𝑛 называется любое открытое множество, содержащее 𝑥.

Последовательность𝑥1, 𝑥2, … ∈ ℝназывается сходящейся к точке𝑥, еслидлялюбойокрест-
ности 𝑈 точки 𝑥 найдётся такое 𝑁 ∈ ℝ, что при любом 𝑛 ⩾ 𝑁 𝑥𝑛 ∈ 𝑈.

Отображение 𝑓∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 называется непрерывным, если прообраз любого открытого
множества открыт.

5. Последовательность точек вℝ𝑛 сходится к точке тогда и только тогда, когда она схо-
дится к ней покоординатно.

6. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) – непрерывное отображение изℝ3 вℝ. Пусть 𝑍 ⊂ ℝ3 – это множество
точек, в которых 𝑓 принимает значение 0. Докажите, что 𝑍 замкнуто.

7. Привычное определениефункции, непрерывнойна отрезке/интервале (существует
предел в каждой точке, и он совпадает со значением функции в этой точке), согла-
суется с определением непрерывного отображения, данным выше.

8. Несколькожуков бегаютпоплоскости. То есть заданонескольконепрерывныхотоб-
ражений 𝛾𝑖 ∶ ℝ → ℝ2; говорим, что 𝑖-й жук в момент времени 𝑡 находится в точ-
ке 𝑓𝑖(𝑡). Известно, что в некоторый момент времени 𝑡0 они находятся в вершинах



выпуклого многоугольника. Докажите, что найдётся такое 𝜏 > 0, что при любом
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜏] они находятся в вершинах выпуклого многоугольника.

Замыканием множества 𝑋 называется пересечение всех замкнутых множеств, содержа-
щих 𝑋 . Стандартное обозначение для замыкания: 𝑋 .

Точка 𝑥 ∈ ℝ𝑛 называется предельной точкой множества 𝑆, если любая окрестность точ-
ки 𝑥 содержит точку множества 𝑆, отличную от 𝑥.

Точка называется предельной точкой последовательности, если найдётся подпоследо-
вательность, сходящаяся к этой точке.

9. (a) Замыкание 𝑋 произвольного множества 𝑋 замкнуто и является наименьшим
замкнутым множеством, содержащим 𝑋 .
(b) Множество замкнуто тогда и только тогда, когда оно содержит все свои пре-
дельные точки.
(c) Множество 𝑋 получается из 𝑋 добавлением всех предельных точек множества
𝑋 .

10. (a) Всегда ли 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑋 ∩ 𝑌?
(b) Всегда ли 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝑋 ∪ 𝑌?

11. На плоскости даны многоугольник и несколько треугольников. Известно, что лю-
бая точка многоугольника, не лежащая ни на одной из его диагоналей, покрыта хо-
тя бы одним треугольником. Докажите, треугольники покрывают весь многоуголь-
ник.


