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Ñåðèÿ 3. Òåîðåìà Êýçè

Ab hoc et ab hac

0. Ïóñòü α, β, γ, δ � ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì tαβ (ñîîòâåò-

ñòâåííî tβγ, tγδ è ò.ä.) äëèíó îáùåé âíåøíåé êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé ê îêðóæíîñòÿì α è β
(ñîîòâåòñòâåííî β è γ, γ è δ è ò.ä.). Òîãäà ðàâåíñòâî

tαβtγδ + tβγtδα = tαγtβδ

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ω, êàñàþùàÿñÿ âñåõ ÷åòûð¼õ

äàííûõ îêðóæíîñòåé. (Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå â îäíó ñòîðîíó â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ÷åòûðå

îêðóæíîñòè ëåæàò âíå îêðóæíîñòè ω.)
1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠C = 90◦; CD � âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ ê AB. ω � îêðóæíîñòü,

îïèñàííàÿ âîêðóã 4BCD; ν � îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè ω è îòðåçêîâ AD è AC â

òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî BD · CN +BC ·DM = CD ·BM ;

á) Äîêàæèòå, ÷òî BM = BC.
2 (òåîðåìà Ôåéåðáàõà). à ) Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òîãî æå ñàìîãî òðåóãîëüíèêà;

á) Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà êàñàåòñÿ âíåâïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé òîãî æå ñàìîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Ïóñòü BC � õîðäà îêðóæíîñòè Γ; S1 è S2 � äóãè, êîòîðûå ñòÿãèâàåò õîðäà BC. Ïóñòü
M � ñåðåäèíà S2. Ðàññìîòðèì âñå îêðóæíîñòè Ω, êîòîðûå êàñàþòñÿ S1 è BC. Äîêàæèòå, ÷òî
äëèíû êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûì èç M ê Ω, ðàâíû.

4. Îêðóæíîñòè Ω1 è Ω2 âíåøíå êàñàþòñÿ â òî÷êå I è îáå êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæ-

íîñòè Ω. Îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê Ω1 è Ω2 ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Ω â òî÷êàõ B è C, à
âíóòðåííàÿ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ � â òî÷êå A. Äîêàæèòå, ÷òî I � èíöåíòð 4ABC.

5. Ïóñòü Γ � îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã 4ABC; Ω � îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ Γ, à òàêæå
AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà PQ � èíöåíòð òðåóãîëüíèêà

ABC.
6. Ïóñòü Γ � îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã4ABC;D ∈ BC. Ïóñòü îêðóæíîñòè Ω1 è Ω2 êàñà-

þòñÿ ïðÿìûõ AD è BC è âíåøíå êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè Γ. Äîêàæèòå, ÷òî èíöåíòð òðåóãîëüíèêà

ABC b öåíòðû Ω1 è Ω2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

7. Γ � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü L � êàñàòåëüíàÿ ê

îêðóæíîñòè Γ; La, Lb, Lc ïîëó÷àþòñÿ èç L îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñòîðîí BC, CA, AB ñîîò-

âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè

La, Lb, Lc êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè Γ.


