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Ñåðèÿ 29. Íåìíîãî àíàëèçà

1. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷å-
íèå ðîâíî 3 ðàçà?

2. Î ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþ-
áîì a > 1 ôóíêöèÿ f(x) + f(ax) íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) òàêæå
íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé.

3. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, êîòîðûå äëÿ âñåõ x, y, z ∈ R óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó

f(x+ y) + f(y + z) + f(z + x) > 3f(x+ 2y + 3z).

4. Ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå âñå âîçìîæíûå 2n ñëîâ, ñîñòîÿ-
ùèõ èç n áóêâ À èëè Á. Çàòåì îí çàìåíèë êàæäîå ñëîâî íà ïðîèçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé,
èñïðàâèâ êàæäóþ áóêâó À íà x, à êàæäóþ áóêâó Á � íà (1 − x), è ñëîæèë ìåæäó ñî-
áîé íåñêîëüêî ïåðâûõ èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ïîñòîÿííóþ, ëèáî âîçðàñòàþùóþ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèþ îò x.

5. Êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî f ′(x)g′(x) > |f(x)| + |g(x)| ïðè âñåõ
x ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x) ðàâíî êâàäðàòó íåêîòîðîãî òð¼õ÷ëåíà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà x, y, z ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ p è q ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû

y = xn + px+ q, z = yn + py + q, x = zn + pz + q,

òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x2y + y2z + z2x > x2z + y2x+ z2y.

Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè à) n = 2; á) n = 2020.
7. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

sin y − sinx = x− y,
sin y − sin z = z − y,
x− y + z = π.

8. ×èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû{
sinx+ a = bx,
cosx = b.

èìååò äâà ðåøåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
9. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî(

b1 + b2 + . . .+ bn
a1 + a2 + . . .+ an

)b1+b2+...+bn

6

(
b1
a1

)b1

·
(
b2
a2

)b2

· . . . ·
(
bn
an

)bn

.

ïðè ïîëîæèòåëüíûõ a1, a2, . . ., an, b1, b2, . . ., bn.


