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1. Cðåäè 63 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò åñòü 7 ôàëüøèâûõ. Âñå ôàëü-
øèâûå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû òàêæå âåñÿò
îäèíàêîâî, è ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Êàê çà 3 âçâåøè-
âàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü 7 íàñòîÿùèõ ìîíåò?

Ðåøåíèå. Îòëîæèì îäíó ìîíåòó è ïîëîæèì íà ÷àøêè âåñîâ ïî
31 ìîíåòå. Åñëè ÷àøêè óðàâíîâåñèëèñü, òî ìû îòëîæèëè ôàëüøèâóþ
è íà êàæäîé ÷àøêå ïî 3 ôàëüøèâûõ ìîíåòû. Åñëè æå îäíà èç ÷àøåê
îêàçàëàñü òÿæåëåå, òî íà íåé íàâåðíÿêà íå áîëåå òð¼õ ôàëüøèâûõ ìî-
íåò. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìû ñìîæåì âûäåëèòü
31 ìîíåòó, ñðåäè êîòîðûõ íå áîëåå òð¼õ ôàëüøèâûõ.

Âîçüì¼ì ýòó ãðóïïó ìîíåò è ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ: ñíî-
âà îòëîæèì îäíó ìîíåòó è ïîëîæèì íà ÷àøêè âåñîâ ïî 15 ìîíåò. Ïîñëå
ýòîãî âçâåøèâàíèÿ ìû ñìîæåì âûäåëèòü 15 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ íå
áîëåå îäíîé ôàëüøèâîé.

Ïîâòîðèâ àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ â òðåòèé ðàç, ìû ïîëó÷èì 7 íà-
ñòîÿùèõ ìîíåò.

2. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a2 + 2bc

b2 + c2
+

b2 + 2ac

c2 + a2
+

c2 + 2ab

a2 + b2
> 3.

Ðåøåíèå. Óñëîâèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî a, b, c. Ïî íåðàâåí-
ñòâó òðåóãîëüíèêà èìååì a + c > b è a + b > c, îòêóäà a > |b − c|.

Îöåíèì ïåðâóþ äðîáü:
a2 + 2bc

b2 + c2
>

(b− c)2 + 2bc

b2 + c2
= 1. Àíàëîãè÷íî, è

äâå îñòàâøèåñÿ äðîáè áîëüøå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà áîëüøå 3.

3. Ïóñòü a1, a2, . . . , a10 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, a1 < a2 < . . . < a10.
Ïóñòü bk � íàèáîëüøèé äåëèòåëü ak òàêîé, ÷òî bk < ak. Îêàçàëîñü,
÷òî b1 > b2 > . . . > b10. Äîêàæèòå, ÷òî a10 > 500.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî bk = ak
ck
, ãäå ck � íàèìåíüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü ak. Òàê êàê b9 > b10, òî b9 > 1 è b9 > c9. Îòñþäà a10 > a9 >
c29. Íî èç íåðàâåíñòâ ai < ai+1, bi > bi+1 ñëåäóåò, ÷òî ci < ci+1, ò. å.

c1 < c2 < . . . < c10. Çíà÷èò, c9 > 23, òàê êàê 23 � äåâÿòîå ïî ñ÷åòó
ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîýòîìó a10 > c29 > 529 > 500.

4. Òî÷êà F � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC êâàäðàòà ABCD. Ê îòðåçêó DF
ïðîâåä¼í ïåðïåíäèêóëÿð AE. Íàéäèòå ∠CEF .

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ AE ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CD êâàäðàòà â
òî÷êåM . ÒðåóãîëüíèêèADM èDCF ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû CD. Òîãäà òðåóãîëüíèê
CFM � ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó ∠CMF = 45◦.

Ò.ê. ∠MEF = ∠MCF = 90◦, òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê MCFE � âïè-
ñàííûé. Âïèñàííûå óãëû ∠CEF è ∠CMF îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå
äóãó ýòîé îêðóæíîñòè, ïîýòîìó ∠CEF = ∠CMF = 45◦.

5. Êëåòêè äîñêè ðàçìåðîì 5 × 5 ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå
(óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå). Ïî ÷¼ðíûì êëåòêàì ýòîé äîñêè äâèãàåòñÿ
ôèãóðà � ìèíè-ñëîí, îñòàâëÿÿ ñëåä íà êàæäîé êëåòêå, ãäå îí ïîáû-
âàë, è áîëüøå â ýòó êëåòêó íå âîçâðàùàÿñü. Ìèíè-ñëîí ìîæåò õîäèòü
ëèáî â ñâîáîäíûå îò ñëåäîâ ñîñåäíèå (ïî äèàãîíàëè) êëåòêè, ëèáî
ïðûãàòü (òàêæå ïî äèàãîíàëè) ÷åðåç îäíó êëåòêó, â êîòîðîé îñòàâ-
ëåí ñëåä, íà ñâîáîäíóþ êëåòêó çà íåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
êëåòîê ñìîæåò ïîñåòèòü ìèíè-ñëîí?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî âñå ÷¼ðíûå êëåòêè ìèíè-ñëîí îáîéòè íå
ñìîæåò. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå óãëîâûå êëåòêè. Âûéòè èç òàêîé êëåò-
êè ìèíè-ñëîí ìîæåò ëèáî â ñîñåäíþþ êëåòêó, ëèáî â öåíòðàëüíóþ. Â
ñîñåäíþþ êëåòêó èç óãëîâîé îí ìîæåò ïîéòè òîëüêî ïåðâûì õîäîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîïàñòü â óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ëèáî èç ñîñåäíåé,
ëèáî èç öåíòðàëüíîé, ïåðåïðûãíóâ ÷åðåç óæå ïðîéäåííóþ ñîñåäíþþ.



Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, ñíîâà ïîéòè â ñîñåäíþþ êëåòêó ìèíè-ñëîí íå ñìî-
æåò. Â öåíòðàëüíóþ êëåòêó èç óãëîâîé ìèíè-ñëîí ìîæåò ïîéòè òàê-
æå íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, ìèíè-ñëîí ïîêèíåò óãëîâûå
êëåòêè íå áîëåå äâóõ ðàç, çíà÷èò, îí ïîñåòèò íå áîëåå òð¼õ óãëîâûõ
êëåòîê.

Ïðèìåð íà 12 êëåòîê ïðèâåä¼í íèæå (÷èñëà îò 1 äî 12 ïîêàçûâàþò
ïîðÿäîê îáõîäà êëåòîê).

6. P (x) � êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëå-
íîâ, ðàâíûõ ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ, ìîæåò áûòü â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè P (1), P (2), P (3), . . . ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) = ax2 + bx + c, ïðè÷¼ì a 6= 0. Ðàâåíñòâî
P (x − 1) + P (x) = P (x + 1) äëÿ íàòóðàëüíîãî x > 1 ðàâíîñèëüíî
ðàâåíñòâàì

a(x− 1)2 + b(x− 1) + c+ ax2 + bx+ c = a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c,

ax2 + bx+ c = 4ax+ 2b ⇔ ax2 + (b− 4a)x+ (c− 2b) = 0.

Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x ñ íåíóëåâûì ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì, ïîýòîìó ó íåãî íå áîëåå äâóõ êîðíåé. Ïîýòîìó è ÷ëå-
íîâ, ðàâíûõ ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ, íå áîëåå äâóõ.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåð íà 2. Ïóñòü P (x) = x2 − x + 4, òîãäà
P (1) = 4, P (2) = 6, P (3) = 10, P (4) = 16. Òðåòèé è ÷åòâ¼ðòûé ÷ëåíû
ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.


