
8 êëàññ Ðàäèêàëüíàÿ îñü 30 ìàðòà 2019

1. Ïóñòü A è B � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïëîñêîñòè, λ ∈ R.
à) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðÿìîé AB íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî

AX2 −BX2 = λ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ÃÌÒ ïëîñêîñòè X òàêèõ, ÷òî AX2 − BX2 = λ, ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AB.

2. à) Ðàäèêàëüíàÿ îñü. Ïóñòü ω1 è ω2 � íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî ÃÌÒ X òàêèõ, ÷òî deg(X,ω1) = deg(X,ω2), ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ ëèíèè öåíòðîâ ω1 è ω2.

á) Ðàäèêàëüíûé öåíòð. Ïóñòü ω1, ω2 è ω3 � ïîïàðíî íåêîíöåíòðè÷åñêèå
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàëüíûå îñè ω1 è ω2, ω2 è ω3, ω3 è ω1 ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.

3. Äàíû êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ω è Ω, ïðè÷åì ω âíóòðè Ω. Èç òî÷êè A ∈ Ω
ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå AB,AC ê ω. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì AB
ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ MN ñîäåðæèò ñðåäíþþ
ëèíèþ òðåóãîëüíèêà ABC.

4. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû B è C òðàïåöèè ABCD (AD ‖ BC),
ïåðåñåêàåò áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè â òî÷êàõ P è Q, à äèàãîíàëè � â òî÷êàõ
M è N . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AD, PQ è MN ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè
ïàðàëëåëüíû.

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD AB = BC è AD = DC. Òî÷êè K,L,M �
ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB,CD,AC ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç A
íà ïðÿìóþ BC, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì èç C íà ïðÿìóþ AD,
â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî MF ⊥ KL.
6. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè è êàñàþùóþñÿ
äàííîé îêðóæíîñòè.

7. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, AC, BC â òî÷-
êàõ C1, B1, A1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêîâ A1CB1

è A1BC1, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì A1B1 è A1C1, à òàêæå ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêó-
ëÿð ê BC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è
BC ñîîòâåòñòâåííî, H � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Îïèñàííûå
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AHN è CHM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è H. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìàÿ PH ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà MN .

9. Â îñòðîóãîëüíîì íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1,
BB1, CC1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ AB è A1B1, BC è B1C1,
CA è C1A1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé îð-
òîöåíòð è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

10. AA1 è BB1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îðòîöåíòðîì H.
Ïðÿìûå AB è A1B1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî KH ⊥ CM , ãäå M �
ñåðåäèíà AB.
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