
8 êëàññ Îáõîäû ãðàôîâ 10 íîÿáðÿ 2018

Îïðåäåëåíèÿ. Ïóòü â ãðàôå � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, â êîòîðîé
êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé ðåáðîì.

Ïðîñòîé ïóòü (öèêë) � ýòî ïóòü (öèêë), êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ âåð-
øèíó íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Ãàìèëüòîíîâ ïóòü (öèêë) � ýòî ïðîñòîé ïóòü (öèêë), êîòîðûé ïðîõîäèò ïî
âñåì âåðøèíàì ãðàôà.

Ýéëåðîâ ïóòü (öèêë)� ýòî ïóòü (öèêë), êîòîðûé ïðîõîäèò ïî âñåì ðåáðàì ãðàôà
ïî îäíîìó ðàçó.

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíûå, òî åãî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì öèêëîâ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû, òî â íåì
åñòü ýéëåðîâ öèêë.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ðîâíî 200, òî åãî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ è 100 ñàìîíåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïóòåé.

3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ïëàíàðíîì ãðàôå íà n > 5
âåðøèíàõ, â êîòîðîì åñòü ýéëåðîâ ïóòü.

4. Ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû â ãðàôå ðàâíà m > 2. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå
åñòü ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû m+ 1.

5. Ïðî ñâÿçíûé ãðàô èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð â íåì õîòÿ áû â k ðàç áîëüøå,
÷åì êîëè÷åñòâî âåðøèí.

à) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäãðàô, â êîòîðîì ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû
áîëüøå k.

á) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå íàéäåòñÿ ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû k + 2.

6. Â ãðàôå ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé ïóòü èìååò âèä v1 . . . vn, ãäå n > 2. Ñóììà
ñòåïåíåé v1 è vn õîòÿ áû n. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå åñòü ïðîñòîé öèêë äëèíû n.

7. Òåîðåìà Îðå. Äàí ãðàô íà n âåðøèíàõ.
à) Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé ëþáûõ äâóõ âåðøèí õîòÿ áû n− 1. Äîêàæèòå,

÷òî â ãðàôå åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.
á) Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé ëþáûõ äâóõ âåðøèí õîòÿ áû n. Äîêàæèòå, ÷òî

â ãðàôå åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

8. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà õîòÿ áûm, ãäåm > 3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
÷èñëî âåðøèí â òàêîì ãðàôå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â í¼ì íåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà.

9. Â ãðàôå 2019 âåðøèí è äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí A è B ñóùåñòâóåò ïóòü èç A
â B, ÿâëÿþùèéñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð â òàêîì
ãðàôå?
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