
11 êëàññ Î ðÿäå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 11 ìàðòà 2019

1. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ, ò.å. ñóùåñòâóåò ε > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ñðåäè ïåðâûõ N íàòóðàëüíûõ

÷èñåë âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû Nε ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé íè îäíî èç ÷èñåë íå êðàòíî äðóãîìó.

2. Ñóùåñòâóþò ëè 2019 íåïåðåñåêàþùèõñÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåñ-
ñèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò ïðîñòîå

÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå 2019, è ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë â íèõ íå ëåæèò?

3. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Ïóñòü a1 < a2 < . . . < ak � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå n, ÍÎÊ ëþáûõ äâóõ èç êîòîðûõ áîëüøå n.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ýòèõ ÷èñåë ìåíüøå 2.

4. Â íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ ïðÿìîé ðàñïîëîæåíû êóçíå÷è-

êè, â êàæäîé òî÷êå íå áîëåå îäíîãî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî n â òî÷êàõ 1, 2, . . . , n ñóììàðíî íàõîäèòñÿ íå áîëüøå, ÷åì [n
2
]

êóçíå÷èêîâ. Êàæäóþ ñåêóíäó íåêîòîðûå èç êóçíå÷èêîâ îäíîâðåìåííî

ïðûãàþò íà 1 âïðàâî: åñëè òî÷êà, êóäà õî÷åò ïðûãíóòü êóçíå÷èê, ñâî-

áîäíà, òî îí ïðûãàåò, à åñëè çàíÿòà, òî îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Äîêàæèòå,

÷òî êàæäûé êóçíå÷èê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, áóäåò ïðûãàòü

áåç îñòàíîâêè.

5. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé êàæäîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ïî ðàçó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî n òàêèõ, ÷òî (an, an+1) 6 3n
4
.

6. à) Äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2, . . . , zk íàøëèñü êîì-
ïëåêñíûå a1, a2, . . . , ak òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ i îò 0 äî k− 1 ñïðà-
âåäëèâî a1z

i
1 + a2z

i
2 + . . .+ akz

i
k = 0. Äîêàæèòå, ÷òî a1 = . . . = ak = 0.

á) Äàíû n áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåñ-

ñèé. Îêàçàëîñü, ÷òî â îáúåäèíåíèè ýòè ïðîãðåññèè ïîêðûâàþò ÷èñëà

0, 1, 2, . . . , 2n − 1. Äîêàæèòå, ÷òî â îáúåäèíåíèè îíè ïîêðûâàþò âñå

öåëûå ÷èñëà.
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