
11 êëàññ Íåðàâåíñòâî Êàðàìàòû 28 ôåâðàëÿ 2019

1. à) Ëåììà î òð¼õ õîðäàõ. Äàíà ôóíêöèÿ f , âûïóêëàÿ íà èíòåðâàëå (a, b).
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ (a, b) òàêèõ, ÷òî z < y < x, âåðíî

f(y)− f(z)
y − z

6
f(x)− f(z)

x− z
6
f(x)− f(y)

x− y
.

á) Ïóñòü x, y, z, t ∈ [a, b], x > y > z > t è x + t = y + z. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
f(x) + f(t) > f(y) + f(z).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X = (x1, x2, . . . , xn) è Y = (y1, y2, . . . , yn) � íåâîçðàñòàþ-
ùèå íàáîðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ò.å. x1 > x2 > . . . > xn è y1 > y2 > . . . > yn).
Íàáîð X ìàæîðèðóåò íàáîð Y (ïèøóò "X � Y " èëè "Y ≺ X"), åñëè âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1)
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

yi; 2) äëÿ âñåõ 1 6 k 6 n âåðíî
k∑
i=1

xi >
k∑
i=1

yi.

2. à) Ïóñòü X � Y . Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð Y ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç íàáîðà X ïðè
ïîìîùè êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé: ÷èñëà xi è xj (xi > xj)
çàìåíÿþòñÿ íà ÷èñëà xi − d è xj + d, ãäå d � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ïðè
óêàçàííîé çàìåíå íå íàðóøàåòñÿ íåóáûâàþùèé ïîðÿäîê (ò.å. xi > xi − d > xi+1,
xj−1 > xj + d > xj è xi − d > xj + d).

á) Íåðàâåíñòâî Êàðàìàòû. Ïóñòü f : (a, b) → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ [a, b] è X = (x1, . . . , xn) � Y = (y1, . . . , yn). Äîêàæèòå, ÷òî

f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn) > f(y1) + f(y2) + . . .+ f(yn).

Äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè âûïîëíåíî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ñî çíàêîì 6.

3. Ïóñòü a, b è c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
√
a+ b− c+

√
b+ c− a+

√
c+ a− b 6

√
a+
√
b+
√
c.

4. Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ [−π6 ,
π
6 ]. Äîêàæèòå, ÷òî

cos(2x1 − x2) + . . .+ cos(2xn − x1) 6 cosx1 + . . .+ cosxn.

5. Íåðàâåíñòâî Ñåã¼. Ïóñòü φ(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è a1 > . . . > a2n−1 > 0.
Äîêàæèòå, ÷òî φ(a1)−φ(a2) +φ(a3)− . . .+φ(a2n−1) > φ(a1− a2 + a3− . . .+ a2n−1).

6. Ïóñòü a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî a3+b3+c3+abc > 2
3 (a

2b+b2c+c2a+ab2+bc2+ca2).

7. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a4 + b4 + c4 + d4 + 2abcd > a2b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2 + a2c2 + b2d2.

8. Ïóñòü a1, a2, . . . , an > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

(1 +
a21
a2

)(1 +
a22
a3

) . . . (1 +
a2n
a1

) > (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an).
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