
11 êëàññ Òåîðåìà Âàí äåð Âàðäåíà 21 ôåâðàëÿ 2019

1. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ïîêðàøåíû â 100 öâåòîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò 100 ñòðîê è 100 ñòîëáöîâ òàêèõ, ÷òî 10000

êëåòîê íà èõ ïåðåñå÷åíèè îäíîöâåòíû.

2. à) Òåîðåìà âàí äåð Âàðäåíà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n è l
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ïåðâûõ N
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â n öâåòîâ íàéäåòñÿ îäíîöâåòíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ äëèíû l.
á) Ïðàâäà ëè, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â

íåñêîëüêî öâåòîâ íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ îäíîöâåòíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ

èëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå öåëûõ òî÷åê êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè â 2019 öâåòîâ íàéäåòñÿ îäíîöâåòíûé ðàâíîáåäðåííûé ïðÿ-

ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

4. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Âàí äåð Âàðäåíà. Íà ïëîñêîñòè äàíî

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åêM ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà M è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò N
òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîé ïîêðàñêå óçëîâ êâàäðàòà N × N â n öâåòîâ â

íåì íàéäåòñÿ îäíîöâåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ãîìîòåòè÷íîå M .

à) Äîêàæèòå òåîðåìó ïðè |M | = 2.
á) Ïóñòü òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ |M | = k è ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷å-

ñòâà öâåòîâ. Äîêàæèòå òåîðåìó äëÿ |M | = k + 1 è äâóõ öâåòîâ.

â) Ïóñòü òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ äàííîãî M è äâóõ öâåòîâ. Äîêà-

æèòå åå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà öâåòîâ.

5. Íà áåñêîíå÷íîé ïîëîñêå êëåò÷àòîé áóìàãè çàïèñàíû öåëûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n íàéäóòñÿ òàêèå m îäè-

íàêîâûõ îòðåçêîâ, èäóùèõ ïîäðÿä, ÷òî ñóììà ÷èñåë âíóòðè êàæäîãî

èç íèõ äåëèòñÿ íà n.

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàñèëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñðåäè ëþáûõ

1000 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë åñòü êðàñíîå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

êðàñíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû 1000.
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