
11 êëàññ Ïîâòîðèì êîìáèíàòîðèêó 14 ôåâðàëÿ 2019

1. Äàíî íàòóðàëüíîå k > 2. Àëèñà è Áîá èãðàþò â èãðó. Íà äîñêå
íàïèñàíî íàòóðàëüíîå n > k. Ïåðâîé õîäèò Àëèñà. Çà îäèí õîä ðàç-
ðåøàåòñÿ çàìåíèòü ÷èñëî m íà ÷èñëî m′, âçàèìíî ïðîñòîå c m, òàêîå,
÷òî k 6 m′ < m. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Íàçîâåì
÷èñëî X õîðîøèì, åñëè Àëèñà èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ, êîãäà
èçíà÷àëüíî íà äîñêå íàïèñàíî X, è ïëîõèì èíà÷å. Ïóñòü n è n′ � äâà
÷èñëà, íå ìåíüøèå k, èìåþùèå îäèíàêîâûé íàáîð ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà n è n′ ëèáî îáà ïëîõèå, ëèáî îáà õîðîøèå.

2. Â ñòðàíå Íàïðàâëåíèé íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû îäíîñòîðîí-
íèìè äîðîãàìè òàê, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà èñõîäèò äâå äîðîãè è â
ëþáîé ãîðîä âõîäèò äâå äîðîãè. Ïðàâèòåëüñòâî õî÷åò çàêðûòü ïîëî-
âèíó äîðîã òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî ãîðîäà èñõîäèëî ïî îäíîé äîðîãå è
â êàæäûé ãîðîä âõîäèëî ïî îäíîé äîðîãå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

3. Íàéäèòå âñå n, äëÿ êîòîðûõ âåðíî óòâåðæäåíèå: â ëþáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an ñ îáùåé ñóììîé, ðàâíîé
2n−1, îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ íåñêîëüêî (áîëåå îäíîãî) ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå êîòîðûõ � öåëîå ÷èñëî.

4. Ðåáðà ãðàôà íà 60 âåðøèíàõ ïîêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåò.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ýòîì ãðàôå ìîæåò áûòü, åñëè

(a) â íåì íåò îäíîöâåòíûõ öèêëîâ äëèíû 3;

(b) â íåì íåò îäíîöâåòíûõ öèêëîâ êàê äëèíû 3, òàê è äëèíû 5?

5. Ïî êðóãó ñòîÿò íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xn. Îêàçàëîñü, ÷òî
äëÿ âñåõ i ∈ [1, n] ÷èñëî ki = xi−1+xi+1

xi
� íàòóðàëüíîå (xn+1 ≡ x1).

Äîêàæèòå, ÷òî 2n 6 k1 + . . .+ kn < 3n.

6. n > 4 èãðîêîâ èãðàþò â îäíîêðóãîâîì òåííèñíîì òóðíèðå. Íàçîâåì
êîìïàíèþ èç ÷åòûðåõ èãðîêîâ ïëîõîé, åñëè îäèí èç íèõ ïðîèãðàë òðåì
îñòàëüíûì, êîòîðûå âûèãðàëè äðóã ó äðóãà ïî öèêëó. Ïóñòü wi è li
� êîëè÷åñòâî ïîáåä è ïîðàæåíèé ó i-îãî èãðîêà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
òóðíèðà áåç ïëîõèõ êîìïàíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
i=1

(wi − li)
3 > 0.
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