
11 êëàññ Òåîðåìà Êðîíåêåðà 13 äåêàáðÿ 2018

1. à) Ïî îêðóæíîñòè äëèíû 1 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðûãàåò êóçíå÷èê ïðûæêàìè ïî-
ñòîÿííîé èððàöèîíàëüíîé äëèíû α. Â íåêîòîðîì ìåñòå íà ýòîé îêðóæíîñòè âûðûòà
ÿìêà äëèíû ε. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî êóçíå÷èê ïîïàä¼ò â ÿìêó.

á) Îöåíèòå ñâåðõó êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ êóçíå÷èêó äëÿ
ïîâòîðíîãî ïîïàäàíèÿ â ÿìêó, åñëè òî÷êà ñòàðòà íàõîäèòñÿ â öåíòðå ÿìêè.

2. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, êóçíå÷èê ïðûãàåò ïî îêðóæíîñòè ñ èððàöèî-
íàëüíûì øàãîì α è ãäå-òî íà îêðóæíîñòè åñòü ÿìêà ðàçìåðà ε. Ïóñòü çà n ïðûæêîâ

êóçíå÷èê ïîïàë â ÿìêó k(n) ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞
k(n)
n = ε.

3. ×åðåç äâà óçëà êëåò÷àòîé áóìàãè ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Äîêàæèòå,
÷òî â îáðàçîâàâøåéñÿ çàìêíóòîé ïîëîñå ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî óçëîâ ñåòêè.

Íåïðåðûâíàÿ òåîðåìà Êðîíåêåðà. Ïóñòü ïî îêðóæíîñòè äëèíû 1 ïîëçàþò n
óëèòîê k1, . . . , kn ñî ñêîðîñòÿìè α1, α2, . . . , αn. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà α1, . . . , αn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, òî íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ ÿìîê ñ äëèíàìè ε1, . . . , εn
ñóùåñòâóåò ìîìåíò, êîãäà âñå óëèòêè ïîïàäóò â ñâîè ÿìêè.

Äèñêðåòíàÿ òåîðåìà Êðîíåêåðà. Ïóñòü ïî îêðóæíîñòè äëèíû 1 ïðûãàþò n
êóçíå÷èêîâ k1, . . . , kn ñ äëèíàìè ïðûæêîâ α1, α2, . . . , αn. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñ-
ëà 1, α1, . . . , αn ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, òî íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ ÿìîê ñ
äëèíàìè ε1, . . . , εn ñóùåñòâóåò ìîìåíò, êîãäà âñå êóçíå÷èêè ïîïàäóò â ñâîè ÿìêè.

4. à) Èç íåïðåðûâíîé òåîðåìû Êðîíåêåðà äëÿ n óëèòîê âûâåäèòå äèñêðåòíóþ
òåîðåìó Êðîíåêåðà äëÿ n êóçíå÷èêîâ.

á) Èç äèñêðåòíîé òåîðåìû Êðîíåêåðà äëÿ n êóçíå÷èêîâ âûâåäèòå íåïðåðûâíóþ
òåîðåìó Êðîíåêåðà äëÿ n+ 1 óëèòêè.

5. Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíûé òîð � ýòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n îêðóæíîñòåé, èëè
æå n-ìåðíûé êóá, â êîòîðîì òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè âèäà (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn)
ñêëååíû ñîîòâåòñòâåííî ñ òî÷êàìè (x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn). Òîãäà â óñëîâèè òåî-
ðåìû Êðîíåêåðà n êóçíå÷èêîâ/óëèòîê, äâèãàþùèõñÿ ïî îêðóæíîñòè, ìîæíî çàìå-
íèòü íà îäíîãî êóçíå÷èêà èëè óëèòêó, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ïî n-ìåðíîìó òîðó, è
òåîðåìà ïðåâðàùàåòñÿ â òî, ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà ñêîðîñòü êóçíå÷èê èëè
óëèòêà ïîïàäóò â ÿìêó âíå çàâèñèìîñòè îò å¼ ïîëîæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿì-
êà èìååò ðàçìåð (n-ìåðíûé îáú¼ì) ε. Ïóñòü êóçíå÷èê ñäåëàë n ïðûæêîâ, k(n) èç
êîòîðûõ ïîïàëè â ÿìêó. À óëèòêà ïîëçàëà âðåìÿ t, ïðè÷¼ì h(t) âðåìåíè ïðîâåëà â

ÿìêå. Äîêàæèòå, ÷òî à) limn→∞
k(n)
n = ε; á) limt→∞

h(t)
t = ε.

6. Ïóñòü ÷èñëà 1, α1, . . . , αn íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Òîãäà íà-
çîâ¼ì ñëåäîì êóçíå÷èêà ìíîæåñòâî òî÷åê òîðà (x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ðàöèîíàëüíûõ q0, q1, . . . , qn òàêèõ, ÷òî q0 + q1α1 + . . .+ qnαn = 0 ñóùåñòâóþò öåëûå
m1,m2, . . . ,mn òàêèå, ÷òî q0 + q1(x1 +m1) + . . . + qn(xn +mn) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè íà òîðå åñòü ÿìêà, ÿâëÿþùàÿñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òî êóçíå÷èê ïîïàä¼ò
â íå¼ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñëåä ïåðåñåêàåòñÿ ñ ÿìêîé.
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