
11 êëàññ Ëèíåéíàÿ êîìáèíàòîðèêà 22 íîÿáðÿ 2018

1. Åñòü òàáëèöà 8 × 8, èçíà÷àëüíî çàïîëíåííàÿ íóëÿìè. Ðàçðåøàåòñÿ ïðèáàâëÿòü
ëþáîå ÷èñëî ê êàæäîé êëåòêå ëþáîãî êâàäðàòà 3× 3 èëè 4× 4. Âñå ëè ðàññòàíîâêè
÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü?

2. Åñòü äîñêà 2018 × 2018 ñ èçíà÷àëüíî âûêëþ÷åííûìè ëàìïî÷êàìè â êëåòêàõ.
Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü ñîñòîÿíèÿ âñåõ ëàìïî÷åê â ëþáîì êðåñòå
(îáúåäèíåíèè ñòðîêè è ñòîëáöà). Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî
âêëþ÷èòü âñþ äîñêó?

3. Äàíû íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An+1 ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. Äîêàæè-
òå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ I, J òàêèå,
÷òî ⋃

i∈I
Ai =

⋃
j∈J

Aj .

4. Ðàññìîòðèì ãðàô G, âûäåëèì â í¼ì âåðøèíû u è v. Íà êàæäîì ðåáðå e ââåä¼ì
ïîëîæèòåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå r(e). Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé ïîòîê â ñåòè ñ èñòîêîì
u è ñòîêîì v (ñ÷èòàåì, ÷òî ó êàæäîãî ðåáðà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 1 â îáå ñòîðîíû,
ìåæäó íåñìåæíûìè âåðøèíàìè ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 0). Â äîïîëíåíèå ê
îáû÷íûì óñëîâèÿì íà ïîòîê, ïîòðåáóåì åù¼ îäíî ïðàâèëî Êèðõãîôà: äëÿ ëþáîãî
öèêëà ñ ð¼áðàìè e1, . . . en âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

n∑
k=1

f(ek) · r(ek) = 0.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîòîê, óäîâëåòâîðÿþùèé äàííûì
óñëîâèÿì.

(b) Âûðàçèòå ïîòîê íà ðåáðå ek ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèÿ.

5. Äàí ãðàô, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî åñòü ëàìïî÷êà è âûêëþ÷àòåëü, êîòî-
ðûé ìåíÿåò ñîñòîÿíèå ëàìïî÷êè â âåðøèíå è âî âñåõ ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèíàõ.
Èçíà÷àëüíî íè îäíà ëàìïî÷êà íå ãîðèò. Äîêàæèòå, ÷òî âñå èõ ìîæíî âêëþ÷èòü.

6. Èìååòñÿ n ëàìïî÷åê è íåñêîëüêî âûêëþ÷àòåëåé. Êàæäûé âûêëþ÷àòåëü ïîä-
êëþ÷¼í ê íåñêîëüêèì ëàìïî÷êàì è ïðè ïåðåêëþ÷åíèè ìåíÿåò ñîñòîÿíèå âñåõ ïîä-
êëþ÷¼ííûõ ê íåìó ëàìïî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà
ëàìïî÷åê åñòü âûêëþ÷àòåëü, êîòîðûé ìåíÿåò ñîñòîÿíèå íå÷¼òíîãî ÷èñëà èç ýòèõ
ëàìïî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ëàìïî÷êè ìîæíî îäíîâðåìåííî âêëþ÷èòü.

7. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà êâàäðàòû. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ñòîðîí ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ðàöèîíàëüíî.

8. Ó Âàñè åñòü ñòðîêà (x0, x1, . . . , xp−1) èç p îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p (p > 2 � ïðî-
ñòîå), ãäå èíäåêñû ïåðåìåííûõ � òîæå îñòàòêè. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæåò âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûé îñòàòîê a è çàìåíèòü îäíîâðåìåííî âñå ýëåìåíòû xi ñòðîêè ïî ïðàâè-
ëó x′i = xi− xi+a. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìîæåò ïîëó÷èòü Âàñÿ ÷åðåç 100 õîäîâ,
åñëè îí ìîæåò âàðüèðîâàòü íà÷àëüíóþ ñòðîêó è ïàðàìåòð a íà êàæäîì õîäó?
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