
11 êëàññ Ïîëÿ è ðàñøèðåíèÿ 18 îêòÿáðÿ 2018

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâà ïîëÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ñóììó è ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå íîëü ïåðåõîäèò â íîëü, åäèíèöà â åäèíèöó, ðàçíîñòü â ðàçíîñòü, à ÷àñòíîå â
÷àñòíîå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëå ñîäåðæèò ïîäïîëå, èçîìîðôíîå Q èëè Fp.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K ⊂ L � ïîëÿ. Òîãäà L íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K. Ïðè ýòîì L îáðàçóåò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä K. Òîãäà ðàçìåðíîñòü òàêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ ðàñøèðåíèÿ

L íàä K è îáîçíà÷àòü ÷åðåç [L : K]. Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñøèðåíèå
êîíå÷íî.

3. (a) Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå èç øåñòè ýëåìåíòîâ?

(b) Ïðè êàêèõ n ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïîëå èç n ýëåìåíòîâ?

(c) Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K ⊂ L � ïîëÿ, S � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â L. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç K(S) � ìèíèìàëüíîå
ïîëå, ñîäåðæàùåå âñå ýëåìåíòû èç ïîëÿ K è âñå ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà S. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K(S) � ïîëå,
ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ èç S ê ïîëþ K.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ K,L, S èç îïðåäåëåíèÿ âûøå K(S) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K ⊂ L � ïîëÿ. Ýëåìåíò α ∈ L íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä K, åñëè α � êîðåíü íåêîòîðîãî
ìíîãî÷ëåíà èç K[x] (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåïðèâîäèìîãî íàä K). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò α
òðàíñöåíäåíòåí íàä K.

5. (a) Êàêèå ýëåìåíòû èç C ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè íàä R, à êàêèå � òðàíñöåíäåíòíûìè?

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà, òðàíñöåíäåíòíûå íàä Q.
6. Ïóñòü α � òðàíñöåíäåíòíûé íàä Q ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå Q(α) èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
(ò.å. îòíîøåíèé äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ) íàä Q.
7.Ïóñòü α� êîðåíü íåïðèâîäèìîãî íàäK ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n. Äîêàæèòå, ÷òî 1, α, . . . , αn−1 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
K(α) íàä K.

8. Ïóñòü α, β � êîðíè îäíîãî è òîãî æå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä K. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëÿ K(α) è
K(β) èçîìîðôíû. Îáÿçàòåëüíî ëè îíè ñîâïàäàþò?

9. Òåîðåìà îá àëãåáðàè÷íîñòè êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïóñòü K ⊂ F è [F : K] = n. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç
F � êîðåíü íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêèõ íàä ïîëåì K, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

11. Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè áàøíè. Ïóñòü K ⊂ L ⊂ F � ïîëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå F íàä K êîíå÷íî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû ðàñøèðåíèÿ F íàä L è L íàä K, ïðè÷åì [F : K] = [F : L] · [L : K].

12. ×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü ðàñøèðåíèÿ [Q(
√
2, 3
√
3, 5
√
5, 7
√
7) : Q] ?

13. Ïóñòü α, β � äâà êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà x3 − 17. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ðàñøèðåíèÿ [Q(α, β) : Q].

14. Ïóñòü r = 15
√
15. Ðàññìîòðèì ÷èñëî a0+a1r+a2r

2+ . . .+a14r
14, ai ∈ Q. Ïóñòü îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî

ìíîãî÷ëåíà. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà?

15. Ïóñòü Q = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fn � áàøíÿ ðàñøèðåíèé, ïðè÷åì [Fi+1 : Fi] ðàâíî 2, 3 èëè 4. Äîêàæèòå, ÷òî
5
√
5 /∈ Fn.

16. Ïóñòü F � ðàñøèðåíèå Q. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî [F ( 5
√
5) : F ]?

17. (a) Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàí îòðåçîê äëèíû 1. Îêàçàëîñü, ÷òî, èñïîëüçóÿ öèðêóëü è ëèíåéêó, ìîæíî ïîñòðîèòü
îòðåçîê äëèíû α. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì n ñóùåñòâóåò áàøíÿ ðàñøèðåíèé Q = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fn òàêàÿ, ÷òî
[Fi+1 : Fi] = 2 è α ∈ Fn.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî 3
√
2 íåëüçÿ ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî cos π
18 íåëüçÿ ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè íåëüçÿ ðàçäåëèòü çàäàííûé óãîë íà òðè ÷àñòè.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç K èìååò êîðåíü â ïîëå K.

18. Äëÿ ïîëÿ K îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K. Äîêàæèòå, ÷òî K
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîëå K íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ K.


