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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí V , ñðåäè êîòîðûõ âûäåëåíî äâå, âõîä s è âûõîä t. Ïóñòü çàäàíà
ôóíêöèÿ c : V × V → R ñî ñâîéñòâàìè:

c(x, y) > 0, c(x, s) = 0, c(t, y) = 0.

Òîãäà ÷åòâåðêà G = (V, s, t, c) íàçûâàåòñÿ ñåòüþ, à ôóíêöèÿ c � ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ýòîé ñåòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : V × V → R óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. f(x, y) 6 c(x, y);

2. f(x, y) = −f(y, x);

3. åñëè x 6= s, t, òî
∑

y∈V f(x, y) = 0.

Òîãäà f íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì â ñåòè G. Âåëè÷èíîé ïîòîêà íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå |f | =
∑

v∈V f(s, v). Ïîòîê íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì, åñëè åãî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî V ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè S è T , ïðè÷åì s ∈ S, t ∈ T . Òîãäà ïàðó (S, T ) áóäåì
íàçûâàòü ðàçðåçîì ñåòè G. Ïîòîêîì ÷åðåç ðàçðåç (S, T ) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó f(S, T ) =

∑
x∈S,y∈T f(x, y). Ïðî-

ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà (S, T ) � âåëè÷èíó c(S, T ) =
∑

x∈S,y∈T c(x, y). Ðàçðåç íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè
åãî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ìèíèìàëüíà.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïîòîêà f â ñåòè G îïðåäåëèì îñòàòî÷íóþ ñåòü Gf ñ òåìè æå ìíîæåñòâîì âåðøèí, âõîäîì è
âûõîäîì, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîòîðîé çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì cf (x, y) = c(x, y)− f(x, y).

Îïðåäåëåíèå. Ïðîâåäåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí V îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà èç x â y äëÿ âñåõ ïàð (x, y), ÷òî cf (x, y) > 0.
Ëþáîé ïóòü èç s â t â ïîëó÷åííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ äîïîëíÿþùèì ïóòåì ïîòîêà f .

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f è ðàçðåçà (S, T ) âûïîëíåíî |f | = f(S, T ).

2. Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà. Ïóñòü â ñåòè G ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c çàäàí ïîòîê f . Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ïîòîê f � ìàêñèìàëüíûé.

2. Â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè.

3. Ñóùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) òàêîé, ÷òî f(S, T ) = c(S, T ).

3. Ïóñòü ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîãî ðåáðà � öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà â ñåòè åñòü ìàêñèìàëüíûé
öåëî÷èñëåííûé ïîòîê (ò.å ïîòîê ÷åðåç êàæäîå ðåáðî öåëûé).

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òåîðåìû, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.

4. Òåîðåìà Õîëëà. Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G = (L,R,E) äëÿ ëþáîãî k è k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà L0 ⊂ L
êîëè÷åñòâî âåðøèí èç R, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà L0 íå ìåíüøå, ÷åì k. Òîãäà â ãðàôå åñòü
ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû èç L.

5. Òåîðåìà Ê¼íèãà. Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G ëþáîå ïàðîñî÷åòàíèå èìååò ðàçìåð íå áîëåå k. Òîãäà ìîæíî
âûáðàòü k âåðøèí òàêèõ, ÷òî ëþáîå ðåáðî ãðàôà èìååò êîíåö ñðåäè âûáðàííûõ âåðøèí.

6. Òåîðåìà Ìåíãåðà. Äàíû ãðàô G è äâå åãî âåðøèíû u, v.

(a) Ïóñòü ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïðè âûêèäûâàíèè ëþáûõ (n − 1) ðåáðà. Òîãäà ìîæíî âûäåëèòü n ðåáåðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç u â v.

(b)Ïóñòü ïðè âûêèäûâàíèè ëþáûõ (n−1) âåðøèíû u è v îñòàþòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
n âåðøèííî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç u â v.

7. Òåîðåìà Äèëóîðñà. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå S çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ò.å äëÿ íåêîòîðûõ ïàð (x, y) èçâåñòíî, ÷òî
x � y, ïðè÷åì íåò ïàðû (x, y) òàêîé, ÷òî x � y è y � x, à òàêæå èç x � y, y � z ñëåäóåò, ÷òî x � z. Öåïüþ íàçîâåì
ïîäìíîæåñòâî, â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû, à àíòèöåïüþ � ïîäìíîæåñòâî, â êîòîðîì ëþáûå äâà íå
ñðàâíèìû. Ïóñòü â ìíîæåñòâå S íåò àíòèöåïè ðàçìåðà áîëüøå, ÷åì k. Òîãäà S ðàçáèâàåòñÿ íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ
öåïåé.


