
11 êëàññ Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà 20 � 24 ñåíòÿáðÿ 2018

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà "âåêòîðîâ" V è ïîëå "÷èñåë" K, ïðè ýòîì åñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• Ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììóòàòèâíî, àññîöèàòèâíî è â ìíîæåñòâå åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (íóëåâîé

âåêòîð) è ó êàæäîãî âåêòîðà −→v åñòü ïðîòèâîïîëîæíûé ïî ñëîæåíèþ −−→v ;

• 1 · −→v = −→v , k1(k2−→v ) = (k1k2)
−→v ïðè k1, k2 ∈ K,−→v ∈ V ;

• (k1 + k2)
−→v = k1

−→v + k2
−→v , k(−→v1 +−→v2) = k−→v1 + k−→v2 .

Òîãäà V íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì (ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì K.

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

• Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè;

• Ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû n èç ýëåìåíòîâ K (Kn);

• Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì K;

• Ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç K â K íàä ïîëåì K.

1. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè (îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðà-

öèé):

(a) ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÑËÓ îò n ïåðåìåííûõ;

(b) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ÑËÓ îò n ïåðåìåííûõ (ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé âèäà a1x1 + . . .+ anxn = 0);

(c) ìíîãî÷ëåíû íàä äàííûì ïîëåì, èìåþùèå ôèêñèðîâàííûé êîðåíü α;

(d) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ðîâíî 2018;

(e) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå 1000000;

(f) íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íàä R);
(g) ñòðîêè äëèíû n c íóëåâîé ñóììîé (íàä K);

(h) R íàä Q;
(i) ñòðîêè öåëûõ ÷èñåë äëèíû n íàä Z;
(j) ôóíêöèè f : R→ Q (íàä Q);
(k) ôóíêöèè f : R→ Q (íàä R);
(l) ôóíêöèè f : R→ R (íàä Q)?

2. Ïóñòü F1 ⊂ F2 � ïîëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî F2 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F1.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî S âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî ñàìî

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, èíäóöèðîâàííûõ ñ V .

3. Íàéäèòå âñå ïîäïðîñòðàíñòâà ó ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÑËÓ è ïðîñòðàíñòâà ñòðîê äëèíû n.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîæåñòâà âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn ∈ V áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå

(èëè åãî çíà÷åíèå, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà) âèäà α1v1+α2v2+ . . .+αnvn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðû

v1, v2, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè óñëîâèå α1v1+α2v2+ . . .+αnvn = 0 ðàâíîñèëüíî α1 = . . . = αn = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V . Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà

S áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà

âåêòîðîâ èç S, è îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç 〈S〉.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ V ìíîæåñòâî 〈S〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â

V . Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî V , ñîäåðæàùåå öåëèêîì ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò è 〈S〉.



Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V , åñëè ëþáîé ýëåìåíò V åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç S.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ èç ïóíêòîâ 1c,e,g.

6. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 10. Äîêàæèòå, ÷òî f(x), f ′(x), f ′′(x), . . . , f (10)(x) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 10.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû îïðåäåëåíèþ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V :

(a) Ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V , ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ

ïðîñòðàíñòâîì V .

(b) Ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç V .

(c) Ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç V , ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ V .

8. Ïóñòü S1, S2 � áàçèñû ïðîñòðàíñòâà V , ïðè÷åì S1 ñîäåðæèò n âåêòîðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî S2 òàêæå

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è òîæå ñîäåðæèò n âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí-

ñòâà V è îáîçíà÷àòü dimV .

9. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ V ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ

V , ìîæíî âûáðàòü áàçèñ.

10. Ïóñòü äàíà ÑËÓ èç n óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðî÷íûì ðàíãîì ìàòðèöû áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ ñòðîê. Ñòîëáöîâûì ðàíãîì áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ

ìàòðèöû.

11. (a) Ïóñòü â ìàòðèöåM íåêîòîðûé ñòîëáåö C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñòîëáöîâ ìàòðè-

öû, à r1, r2, . . . , rn � íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ñòðîê. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîêè r1, . . . , rn ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è â ìàòðèöå M\C.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ñòðî÷íûé ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ñòîëáöîâîìó ðàíãó ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A = {aij} ðàçìåðà n×n íàçûâàåòñÿ ñóììà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì

σ íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ âûðàæåíèé (−1)σa1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n), ãäå (−1)σ ðàâíî 1, åñëè σ � ÷åòíàÿ

ïåðåñòàíîâêà, è (−1) èíà÷å. Îáîçíà÷àòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû áóäåì ÷åðåç detA.

12. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò ñòðîê ìàòðèöû (ò.å. ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò

êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû, åñëè îñòàëüíûå ñòðîêè ôèêñèðîâàíû).

13. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ìàòðèöå åñòü äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðèáàâëåíèè ê îäíîé èç ñòðîê ìàòðèöû äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî,

îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòðîêè ëèíåéíî çàâè-

ñèìû.

14. Ìåòîä Êðàìåðà. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = c1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = c2

. . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = cn

.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó A = {aij}. Ïðè i = 1, . . . , n îïðåäåëèì ìàòðèöó Ci êàê ìàòðèöó A, â êîòîðîé i-ûé
ñòîëáåö çàìåíåí íà ñòîëáåö èç ck. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè detA 6= 0, òî xi =

detCi
detA � ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.


