
ÖÏÌ. Ãðóïïà 10-2 17.09.2018

Ñåðèÿ 1. Ðàçíîáîé

Per aspera ad astra

1. Ó êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îò n+1 äî 2n âêëþ÷èòåëüíî âçÿëè íàèáîëüøèé íå÷åòíûé äåëèòåëü,
à ïîòîì ñëîæèëè âñå ýòè äåëèòåëè. ×òî ïîëó÷èëîñü â èòîãå (îòâåò çàâèñèò îò n)?

2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí 3x2018 +4 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òð¼õ ìíîãî÷ëåíîâ
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 2018 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè è
îïèñàòü âîêðóã íèõ îêðóæíîñòü, ÷òî íèêàêèå äðóãèå òî÷êè íå ïîïàäóò âíóòðü ýòîé îêðóæíîñòè.

4. Â ñâÿçíîì ãðàôå 10000 âåðøèí. Åñòü íåñêîëüêî ñòîëèö. Ïóòü ìåæäó ëþáûìè ñòîëèöàìè ñîäåðæèò
õîòÿ áû 200 ðåáåð. Äîêàæèòå ÷òî ñòîëèö ìåíüøå 100.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM è íà íåé âûáðàíà òî÷êàK òàê, ÷òî ∠BAC = ∠KMC =
∠KCA. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà KMC ðàâíîóäàëåí îò òî÷åê A è B.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

a+ 2b+ 3c+ 4d− 5ab− 6bc− 7cd− 8da, åñëè a, b, c, d ∈ [0; 1].

7. Â íåêîòîðûå êëåòêè äîñêè 8 × 8 âïèñàíû òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ îäíà ñòîðîíà ñîâïàäàåò ñî ñòî-
ðîíîé êëåòêè, à òðåòüÿ âåðøèíà ëåæèò íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå êëåòêè. Ó òðåóãîëüíèêîâ íåò îáùèõ
òî÷åê. Êàêîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ïóñòûõ êëåòîê?

8. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [0; 1] òàêîâà, ÷òî f(0) = f(1) = 0 è f
(
x+y
2

)
6 f(x) + f(y)

äëÿ âñåõ x, y ∈ [0; 1].
à) Äîêàæèòå, ÷òî f(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ [0; 1];
á) Äîêàæèòå, ÷òî f(x) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé íà [0; 1];
â) Íàéäèòå íåíóëåâóþ ôóíêöèþ f(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ çàäà÷è.
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