
Öåíòð Ïåäàãîãè÷åñêîãî Ìàñòåðñòâà

Êðóæîê ¾â Õàìîâíèêàõ¿, 8 êëàññ, 2017-2018

Ñòàðòîâàÿ îëèìïèàäà. Ðåøåíèÿ.

1. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàäî âçÿòü, ÷òîáû ñðåäè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó íèìè âñòðåòèëèñü ÷èñëà 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64?

Ðåøåíèå: Îòâåò: 8 òî÷åê.

Ïðèìåð. Ðàññòàâèì 8 òî÷åê A1, A2, . . . , A8 â ýòîì ïîðÿäêå âäîëü ïðÿìîé òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó
Ak−1 è Ak áûëî ðàâíî 2k ïðè âñåõ k = 2, 3, . . . , 8. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà òî÷åê óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Îöåíêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî îáîéòèñü íå áîëåå ÷åì 7 òî÷êàìè. Ñîåäèíèì ïàðû òî÷êè, íà-
õîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ 1, 2, 4, . . . , 64, îòðåçêàìè (åñëè êàêîå-òî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé âñòðå÷àåòñÿ
íåñêîëüêî ðàç, òî ëèøü îäíó ïàðó òî÷åê ñîåäèíÿåì îòðåçêîì). Èìååò ãðàô, â êîòîðîì ðîâíî 7 ð¼áåð
è íå áîëåå 7 âåðøèí. Òîãäà â í¼ì íàéä¼òñÿ öèêë (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí áû ïðåäñòàâëÿë ñîáîé îáú-
åäèíåíèå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ äåðåâüåâ, è â êàæäîì äåðåâå ð¼áåð áûëî áû ìåíüøå, ÷åì âåðøèí).

Ðàññìîòðèì íàèáîëüøóþ ñòîðîíó ýòîãî öèêëà; ïóñòü å¼ äëèíà ðàâíà 2k. Ïî íåðàâåíñòâó ìíîãîóãîëü-
íèêà å¼ äëèíà äîëæíà áûòü íå áîëüøå, ÷åì ñóììà äëèí âñåõ îñòàëüíûõ ñòîðîí ýòîãî öèêëà. Íî
äëÿ ñòåïåíåé ÷èñëà 2 ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê ñóììà äëèí âîîáùå âñåõ ïðîâåä¼ííûõ
îòðåçêîâ, ìåíüøèõ ÷åì 2k, ðàâíà 1 + 2 + 4 + . . . + 2k−1 = 2k − 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, òî÷åê áûëî
íå ìåíåå 8.

2. Íà äîñêå íàðèñîâàí ïðàâèëüíûé 2017-óãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè
1, 2, . . . , 2017. Èç êàðòîíà âûðåçàëè òàêîé æå ïðàâèëüíûé 2017-óãîëüíèê. Ìîæíî ëè â âåðøèíàõ
êàðòîííîãî 2017-óãîëüíèêà ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, . . . , 2017 (êàæäîå ÷èñëî ïî îäíîìó ðàçó) òàê, ÷òî-
áû ïðè ëþáîì íàëîæåíèè 2017-óãîëüíèêîâ â êàêîé-òî âåðøèíå îêàçàëèñü ðàâíûå ÷èñëà (êàðòîííûé
ìíîãîóãîëüíèê ïåðåâîðà÷èâàòü íåëüçÿ)?

Ðåøåíèå: Çàíóìåðóåì âåðøèíû ïåðâîãî 2017-óãîëüíèêà ïî ïîðÿäêó, à âòîðîãî � â ïðîòèâîïîëîæ-
íîì ïîðÿäêå. Òîãäà âåðøèíà âûðåçàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ íîìåðîì k ïîïàäàåò â âåðøèíó ñ íîìåðîì
a− k , ãäå a � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî íà êîòîðîå ìû ïîâåðíóëè. (Òî÷íåå, ðå÷ü èäåò íå î ñàìèõ íîìå-
ðàõ, à îá èõ îñòàòêàõ îò äåëåíèÿ íà 2017.) Íàì íóæíî âûáðàòü k òàê, ÷òîáû ÷èñëà k è a− k äàâàëè
îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2017, òî åñòü ÷òîáû ÷èñëî 2k äàâàëî òàêîé æå îñòàòîê, êàê è a.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîãäà k ïðîáåãàåò âñå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2017, òî 2k òîæå ïðîáåãàåò âñå
îñòàòêè.

3. Ïóñòü d1, d2, d3 è d4 � íàèìåíüøèå ðàçëè÷íûå äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Îêàçàëîñü, ÷òî
d21 + d22 + d23 + d24 = n. ×åìó ìîãëî áûòü ðàâíî n (óêàæèòå âñå âàðèàíòû)?

Ðåøåíèå: Îòâåò: n = 130.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n íå÷¼òíî, òîãäà âñå di òàêæå íå÷¼òíûå, íî òîãäà d21 + d22 + d23 + d24 ÷¼òíî, ïðîòè-
âîðå÷èå.

Ïîëó÷èëè, ÷òî n ÷¼òíî, ñëåäîâàòåëüíî, d2 = 2 (d1 = 1), è îäíî èç ÷èñåë d3 è d4 ÷¼òíî, à äðóãîå
íå÷¼òíî. Åñëè m ÷¼òíî, òî m2 ≡4 0, à åñëè m íå÷¼òíî, òî m2 ≡4 1. Ïîëó÷àåì d21 + d22 + d23 + d24 ≡4 2
(ó íàñ ðîâíî 2 ÷¼òíûõ è 2 íå÷¼òíûõ ÷èñëà), à çíà÷èò, n íå äåëèòñÿ íà 4, è, ñëåäîâàòåëüíî, d3 = p
íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî è d4 = 2p (ò.ê. d4 äîëæíî áûòü ÷¼òíî).

12+22+p2+(2p)2 = 5(1+p2) çíà÷èò n äåëèòñÿ íà 5 è ñëåäîâàòåëüíî p = 5. Ïðîâåðÿåì: 12+22+52+102 =
130, ýòî íàì ïîäõîäèò.

4. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ a2 + b2 + c2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî
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Ðåøåíèå: Äîêàæåì ëåììó: x2+ y2+ z2 ≥ xy+ yz+xz, äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà 2 è ïåðåíåñ¼ì â îäíó
ñòîðîíó 2x2+2y2+2z2−2xy−2yz−2xz = (x−y)2+(x−z)2+(y−z)2 ≥ 0 êâàäðàòû íåîòðèöàòåëüíû,
ñëåäîâàòåëüíî ëåììà äîêàçàíà.
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5. Âñÿ ïëîñêîñòü ðàçáèòà òðåìÿ ñåðèÿìè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íà ðàâíûå ìåæäó ñîáîé ðàâíîñòî-
ðîííèå òðåóãîëüíèêè (òðåóãîëüíàÿ ðåø¼òêà). Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ,
îáðàçóþùèå êâàäðàò?

Ðåøåíèå: Ïóñòü ABCD � êâàäðàò, îáðàçîâàííûé êàêèìè-òî ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè. Ïîñòðîèì íà
AB ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABE òàê, ÷òîáû âåðøèíà E ëåæàëà âíóòðè êâàäðàòà. Ïîñêîëüêó
òî÷êà E ïîëó÷åíà èç B ïîâîðîòîì íà 60◦ âîêðóã A, îíà òîæå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ñåòêè. Àíàëîãè÷íî
ïîñòðîèì âîâíóòðü êâàäðàòà òðåóãîëüíèêè BCF , CDG è DAH; î÷åâèäíî, òî÷êè E, F , G, H îáðà-
çóþò êâàäðàò, ñòîðîíà, êîòîðîãî ìåíüøå AB â îïðåäåëåííîå ÷èñëî ðàç. Ïîâòîðèâ ýòó êîíñòðóêöèþ
åùå ðàç, ïîëó÷èì åùå îäèí êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñåòêè, ñòîðîíà êîòîðîãî ìåíüøå EF â
òî æå ÷èñëî ðàç, è ò. ä. Íî ñòîðîíà êâàäðàòà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà.
Ïðîòèâîðå÷èå.

6. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè, ïðè÷¼ì ìåæäó êàæäûìè
äâóìÿ ãîðîäàìè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü ïî äîðîãàì. Èçâåñòíî, ÷òî â
ñòðàíå ðîâíî 100 ãîðîäîâ, èç êîòîðûõ âûõîäèò ïî îäíîé äîðîãå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü 50
íîâûõ äîðîã òàê, ÷òî ïîñëå ýòîãî äàæå ïðè çàêðûòèè ëþáîé äîðîãè ìîæíî áóäåò èç êàæäîãî ãîðîäà
ïîïàñòü â ëþáîé äðóãîé.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ãîðîäàì, à ð¼áðà � äîðîãàì. Â ýòîì
ãðàôå ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü åäèíñòâåííûé ïóòü, ñëåäîâàòåëüíî, â íåì íåò öèêëîâ
(äåðåâî). Ïî óñëîâèþ, â ýòîì ãðàôå åñòü 100 âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî (âèñÿ÷èå
âåðøèíû) � ïóñòü ýòî âåðøèíû A1, A2, . . . , A100.

Äëÿ êàæäîé ïàðû âèñÿ÷èõ âåðøèí Ai è Aj ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü ìåæäó íèìè, íàçîâ¼ì
êîëè÷åñòâî ð¼áåð íà ýòîì ïóòè ðàññòîÿíèåì ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
d(Ai, Aj).

Èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà ñïîñîáîâ ðàçáèòü ýòè 100 âåðøèí íà 50 ïàð ñëåäóåò, ÷òî ïðè îäíîì èç ñïîñîáîâ
äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ñóììû ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè â ïàðàõ. Ñîåäèíèì ïàðû âåðøèí ïðè
ýòîì ðàçáèåíèè 50 íîâûìè ð¼áðàìè (îñòàëüíûå ð¼áðà áóäåì íàçûâàòü ñòàðûìè). Ìû äîêàæåì, ÷òî
ïîñëå ýòîãî äàæå ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà ñîõðàíÿåòñÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ïðè óäàëåíèè ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè B è C ãðàô ðàñïàëñÿ íà
äâå êîìïîíåíòû. ßñíî, ÷òî óäàë¼ííîå ðåáðî áûëî ñòàðûì, à âåðøèíû B è C ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
êîìïîíåíòàì. Â êàæäîé ÷àñòè äîëæíà áûòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò ðîâíî îäíî ñòàðîå ðåáðî, à
êàæäîå íîâîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû èç îäíîé ÷àñòè. Íî òîãäà â îäíîé èç ÷àñòåé äîëæíî áûòü
íîâîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû Ai è Aj, à â äðóãîé � ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû Ak è Am. Ïóòè l
è L, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåñòâåííî Ai ñ Ak è Aj ñ Am, äîëæíû ñîäåðæàòü ðåáðî BC. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïóòü èç Ai â Aj ñîñòîèò èç ó÷àñòêà ïóòè l, ñîåäèíÿþùåãî Ai ñ B, è ó÷àñòêà ïóòè L, ñîåäèíÿþùåãî B
ñ Aj. Àíàëîãè÷íî, ïóòü èç Ak â Am ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C. Òàêèì îáðàçîì, d(Ai, Aj) + d(Ak, Am) =
d(Ai, Ak) + d(Aj, Am)− 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ñóììû ðàññòîÿíèé â âûáðàííûõ ïàðàõ.

7. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, íà ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà D. Èçâåñòíî, ÷òî ∠ADB = 60◦, è BD = AC.
Äîêàæèòå, ÷òî AB + CD > BC.

Ðåøåíèå: Ïóñòü E òàêàÿ òî÷êà íà îòðåçêå BD, ÷òî BE = DC è ED = AD. Â òðåóãîëüíèêå ADE
AD = DE è ∠ADE, ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà AE = DE. Çàìåòèì, ÷òî ∠AEB =
∠EDC = 120◦ è EB = DC. Òðåóãîëüíèêè AEB è EDC ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó
íèìè, ñëåäîâàòåëüíî, AB = EC. Òîãäà ïî íåðàâåíñòó òðåóãîëíèêà AB +CD = EC +BE ≥ BC, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


