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Комбинаторика множеств

1. Пусть F — некоторое семейство подмножеств множества t1, 2, . . . , nu такое,
что AXB ‰ H для любых A,B P F .
а) Докажите, что |F | ď 2n´1.
б) Правда ли, что если |F | “ 2n´1, то существует x P t1, 2, . . . , nu такое, что
x P A для любого A P F .

2. Пусть F — такое семейство из 2n´1 подмножеств множества t1, 2, . . . , nu, что
A X B X C ‰ H для любых A,B,C P F . Докажите, что существует x P

t1, 2, . . . , nu такое, что x P A для любого A P F .

3. а) ЧерезXpkq обозначим все подмножества мощности k множества t1, 2, . . . , nu.
Докажите, что для k ă n{2 существует инъективная функция fk : Xpkq Ñ

Xpk`1q такая, что A Ă fpAq. А для k ą n{2 существует инъективная функция
gk : Xpkq Ñ Xpk´1q такая, что grpAq Ă A.
б) Системой Шпернера называется такое семейство подмножеств F , что для
любых различных A,B P F верно A Ć B. Пусть F — семейство подмножеств
множества t1, 2, . . . , nu является системой Шпернера. Докажите, что |F | ď
C
rn{2s
n .

4. Пусть F — семейство подмножеств множества t1, 2, . . . , nu является систе-
мой Шпернера, а Xpkq — семейство всех подмножеств мощности k множества
t1, 2, . . . , nu. Обозначим Fk “ F XXpkq. Докажите, что

n
ÿ

k“0

|Fk|{C
k
n ď 1.

5. Дано множество S “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10u; A1, A2, . . . , Ak – подмножества S
со следующими свойствами:
(1) |Ai| ě 5 p1 ď i ď kq;
(2) |Ai XAj | ď 2 p1 ď i ă j ď kq.
Найдите максимально возможное значение k.

6. а) Пусть F — такое семейство подмножеств нечётной мощности множества
t1, 2, . . . , nu, что мощность |A X B| чётна для любых различных A,B P F .
Докажите, что |F | ď n.
б) Пусть F — такое семейство подмножеств чётной мощности множества
t1, 2, . . . , nu, что мощность |A X B| нечётна для любых различных A,B P F .
Докажите, что |F | ď n.

7. Теорема Эрдеша-Ко-Радо. Пусть n ě 2k. Пусть Fk — семейство попарно
пересекающихся k-элементных подмножеств множества t1, 2, . . . , nu. Докажи-
те, что |Fk| ď Ck´1

n´1.


