
III Èðàíñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè. Íà÷èíàþùèå

1. Àëè õî÷åò äîáðàòüñÿ èç òî÷êè A â òî÷êó B (ñì. ðèñ.). Ïî äîðîãå åìó íåëüçÿ çà-
õîäèòü â çàêðàøåííûå ó÷àñòêè ïëîñêîñòè, à â îñòàëüíûå � ìîæíî. Ïóòåøåñòâîâàòü
Àëè ìîæíî íå òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè, íî è ïî âñåé ïëîñêîñòè. Ïîìîãèòå Àëè íàéòè
ñàìûé êîðîòêèé ïóòü èç òî÷êè A â òî÷êó B. Ïðîñòî íàðèñóéòå ïóòü è ïîñ÷èòàéòå
åãî äëèíó.

2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC (AC > AB) îïèñàíà îêðóæíîñòü ω. Íà ñòîðîíå AC
âûáðàíà òî÷êà X, à íà îêðóæíîñòè ω � òî÷êà Y òàê, ÷òî CX = CY = AB, à òî÷êè
A è Y ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé BC. Ïðÿìàÿ XY âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü ω â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî PB = PC.

3. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD íèêàêèå äâå ñòîðîíû íå ïàðàëëåëüíû.
Íà êàæäîé ïàðå åãî ñîñåäíèõ ñòîðîí ïîñòðîèëè ïàðàëëåëîãðàììû. Äîêàæèòå, ÷òî
ñðåäè ÷åòûðåõ íîâûõ òî÷åê ðîâíî îäíà ëåæèò âíóòðè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD.

4. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A. Ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ê ãèïîòåíóçå BC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå K, à ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó BK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå L. Îêàçàëîñü, ÷òî CL �
áèññåêòðèñà óãëà ACB. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ B è C.

5. Ïðî âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD èçâåñòíî, ÷òî

∠ADC = 135◦, ∠ADB − ∠ABD = 2∠DAB = 4∠CBD, BC =
√
2CD.

Äîêàæèòå, ÷òî AB = BC +AD.



III Èðàíñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè. Ïðîäîëæàþùèå

1. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè ABCD (AB||CD) êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû
îêðóæíîñòè ω1 è ω2. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íà ω1 è ω2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà XY íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû ïåðèìåòðà
÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD.

2. Îêðóæíîñòè C1 è C2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A
ê îêðóæíîñòè C1 ïåðåñåêàåò C2 â òî÷êå P . Ïðÿìàÿ PB âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò C1

â òî÷êå Q. Èç òî÷êè Q ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ QD ê îêðóæíîñòè C2 òàêàÿ, ÷òî
òî÷êè A è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé PQ. Ýòà êàñàòåëüíàÿ âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò C1 â òî÷êå C. Äîêàæèòå, ÷òî AD ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà CAP .

3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà N òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê, êîòîðûé
ìîæíî ðàçðåçàòü íà N ïîäîáíûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ.

4. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A îïèñàííîé îêðóæíîñòè ω ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC (∠A = 90◦) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå P . Òî÷êà M � ñåðåäèíà äó-
ãè AB, íå ñîäåðæàùåé âåðøèíó C. Ïðÿìàÿ PM ïåðåñåêàåò ω âòîðîé ðàç â òî÷êå
Q. Êàñàòåëüíàÿ ê ω â òî÷êå Q ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî
∠PKC = 90◦.

5. Îêðóæíîñòè ω è ω′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè
ω â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ω′ â òî÷êå C; êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω′ â òî÷êå A
ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå D. Áèññåêòðèñà óãëà CAD ïåðåñåêàåò ω è ω′ â òî÷êàõ E è F
ñîîòâåòñòâåííî. Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà CAD ïåðåñåêàåò ω è ω′ â òî÷êàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó XY êàñàåòñÿ
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BEF .



III Èðàíñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè. Ïðîôåññèîíàëû

1. Îêðóæíîñòè ω è ω′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω â
òî÷êå A ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω′ â òî÷êå C; êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω′ â òî÷êå
A ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè ω è ω′ â òî÷êàõ E è
F ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè E ê ïðÿìîé AC ïåðåñåêàåò ω′ â òî÷êå
P ; ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè F ê ïðÿìîé AD ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå Q. Îêàçàëîñü, ÷òî
òî÷êè A, P è Q ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé CD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, P
è Q ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � cåðåäèíà ñòîðîíû AC, AD
� âûñîòà. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó X òàêóþ, ÷òî ∠AXB =
∠DXM = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî ∠XMB = 2∠MBC.

3. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå P , ïðè÷åì òî÷êà A ëåæèò ìåæäó D è P . Òî÷êè I1 è I2 � öåíòðû
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PAB è PDC ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü O �
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PAB, H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
PDC. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AI1B è DHC êàñà-
þòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàñàþòñÿ îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ
AOB è DI2C.

4. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå E, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC � â òî÷êå F , ïðè÷åì òî÷êà A
ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè B è E, à òàêæå ìåæäó òî÷êàìè D è F . Äèàãîíàëè AC è
BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îêðóæíîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó D è êàñàåòñÿ
ïðÿìîé AC â òî÷êå P . Îêðóæíîñòü ω2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C è êàñàåòñÿ ïðÿìîé
BD â òî÷êå P . Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω1 è ïðÿìîé AD, à Y �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω2 è ïðÿìîé BC. Ïóñòü Q � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè P ê ïðÿìîé
EF ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XQY .

5. Cóùåñòâóþò ëè øåñòü òî÷åê ïëîñêîñòè X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2 òàêèõ, ÷òî òðå-
óãîëüíèêè XiYjZk ïîäîáíû äëÿ âñåõ íàáîðîâ i, j, k, 1 6 i, j, k 6 2?


