
III Èðàíñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè. Íà÷èíàþùèå

1. Àëè õî÷åò äîáðàòüñÿ èç òî÷êè A â òî÷êó B (ñì. ðèñ.). Ïî äîðîãå åìó

íåëüçÿ çàõîäèòü â çàêðàøåííûå ó÷àñòêè ïëîñêîñòè, à â îñòàëüíûå � ìîæ-

íî. Ïóòåøåñòâîâàòü Àëè ìîæíî íå òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè, íî è ïî âñåé

ïëîñêîñòè. Ïîìîãèòå Àëè íàéòè ñàìûé êîðîòêèé ïóòü èç òî÷êè A â òî÷êó

B. Ïðîñòî íàðèñóéòå ïóòü è ïîñ÷èòàéòå åãî äëèíó. (Morteza Sagha�an)

Ðåøåíèå. Äëèíà íàèìåíüøåãî ïóòè ðàâíà 7 + 5
√
2.

2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC (AC > AB) îïèñàíà îêðóæíîñòü ω. Íà
ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà X, à íà îêðóæíîñòè ω � òî÷êà Y òàê, ÷òî

CX = CY = AB, à òî÷êè A è Y ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé BC.
Ïðÿìàÿ XY âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî
PB = PC. (Iman Maghsoudi)

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó AB = Y C, òî äóãè AB è Y C ðàâíû. Óãîë Y XC
ðàâåí ïîëóñóììå äóã AP è Y C, òî åñòü ïîëîâèíå äóãè BP . Íî ∠Y XC =



∠XY C, à óãîë XY C ðàâåí ïîëîâèíå ëóãè PC. Ïîýòîìó òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ

ñåðåäèíîé äóãè BAC, îòêóäà PB = PC.

3. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD íèêàêèå äâå ñòîðîíû íå ïàðàë-

ëåëüíû. Íà êàæäîé ïàðå åãî ñîñåäíèõ ñòîðîí ïîñòðîèëè ïàðàëëåëîãðàììû.

Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷åòûðåõ íîâûõ òî÷åê ðîâíî îäíà ëåæèò âíóòðè ÷åòû-

ð¼õóãîëüíèêà ABCD. (Morteza Sagha�an)

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå B, ïðîõîäÿùèé ïàðàë-

ëåëüíî AD, ïðîõîäèò ÷åðåç ÷åòûðåõóãîëüíèê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∠DAB + ∠ABC > 180◦.
Ñðåäè ïàð âåðøèí A è B, C è D ðîâíî â îäíîé ïàðå ñóììà óãëîâ áîëü-

øå 180◦. Àíàëîãè÷íî ñðåäè ïàð âåðøèí A è D, B è C ðîâíî â îäíîé ïàðå

ñóììà óãëîâ áîëüøå 180◦. Ýòè äâå ïàðû èìåþò îáùóþ âåðøèíó, áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ýòî âåðøèíà A. Òîãäà ëó÷è èç òî÷êè A ïàðàëëåëüíûå ñòî-

ðîíàì BC è CD ïðîõîäÿò ÷åðåç ÷åòûðåõóãîëüíèê, à, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

âûïóêëîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè. Åñëè ìû âîçü-

ìåì ëþáûå äâå äðóãèå ïàðû, òî â îäíîé èç íèõ ñóììà óãëîâ áóäåò ìåíüøå

180◦, ïîýòîìó âåðøèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàëëåëîãðàììà áóäåò ëåæàòü

âíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

4. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A. Ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ãèïîòåíóçå BC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå K, à ñå-

ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó BK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå L.
Îêàçàëîñü, ÷òî CL � áèññåêòðèñà óãëà ACB. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ óãëîâ B è C. (Mahdi Etesami Fard)

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñëó÷àé: òî÷êà K ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû

AC (AC 6 AB). Êàê èçâåñòíî, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðå-

óãîëüíèêà ïåðåñåêàåòñÿ ñ áèññåêòðèñîé ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà íà îïèñàííîé



îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Â òðåóãîëüíèêå BKC ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêó-

ëÿð ê ñòîðîíå BK è áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L, òî åñòü

âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó îíè ñîâïàäàþò, îòêóäà BC = KC. Ïî ïî-

ñòðîåíèþ BK = KC, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê BKC ðàâíîñòîðîííèé, îòêóäà

∠B = 30◦, ∠C = 60◦.

Âòîðîé ñëó÷àé: òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå AC (AC > AB). Çàìåòèì,
÷òî ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ LKC è BLC ðàâíû,

ïîñêîëüêó BL = LK è ∠BCL = ∠LCK. Ïîñêîëüêó óãîë LKC � òóïîé,

à óãîë B � îñòðûé, òî èç "÷åòâåðòîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ"

(èëè èç òåîðåìû ñèíóñîâ) ñëåäóåò, ÷òî ∠LBC + ∠LKC = 180◦. Îòñþäà
∠LBK = ∠LCK, ïîýòîìó, îáîçíà÷èâ ∠LCK = α, èìååì ∠B = ∠LBK +
∠KBC = 3α, ∠C = 2α, òî åñòü ∠B = 54◦, ∠C = 36◦.

5. Ïðî âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD èçâåñòíî, ÷òî

∠ADC = 135◦, ∠ADB − ∠ABD = 2∠DAB = 4∠CBD, BC =
√
2CD.

Äîêàæèòå, ÷òî AB = BC+AD. (Mahdi Etesami Fard)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ∠CBD = α, òîãäà ∠DAB = 2α.

Èç óñëîâèÿ èìååì

∠ADB − ∠ABD = 4α, ∠ADB + ∠ABD = 180◦ − 2α,



îòñþäà ∠ADB = 90◦ + α, ∠ABD = 90◦ − 3α. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ AD è BC. Ïîñêîëüêó ∠DAB + ∠ABC = 90◦, òî ∠BPA = 90◦.
Ðàññìîòðèì òî÷êó Q, ëåæàùóþ íà ëó÷å DP òàêóþ, ÷òî DP = PQ. Ïî-

ñêîëüêó ∠PDC = 45◦, òî DC =
√
2DP , îòêóäà BC = 2DP = DQ. Çàìåòèì,

÷òî òðåóãîëüíèê DBQ ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó ∠DQB = 90◦−α = ∠ABQ,
òî åñòü AQ = AB. Íî AQ = AD +DP = AD +BC.



III Èðàíñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè. Ïðîäîëæàþùèå

1. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè ABCD (AB||CD) êàê íà äèàìåòðàõ ïî-

ñòðîåíû îêðóæíîñòè ω1 è ω2. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íà ω1 è ω2

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà XY íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû

ïåðèìåòðà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. (Mahdi Etesami Fard)

Ðåøåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O1 è O2 öåíòðû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2.

Òîãäà

XY 6 XO1+O1O2+O2Y =
AD

2
+
AB + CD

2
+
BC

2
=
AB +BC + CD +DA

2
.

Ðåøåíèå 2. Òî÷êè íà îêðóæíîñòÿõ, ìåæäó êîòîðûìè äîñòèãàåòñÿ íàè-

áîëüøåå ðàññòîÿíèå � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè öåíòðîâ ñ îêðóæíîñòÿ-

ìè. Äëÿ íèõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

2. Îêðóæíîñòè C1 è C2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå
A ê îêðóæíîñòè C1 ïåðåñåêàåò C2 â òî÷êå P . Ïðÿìàÿ PB âòîðè÷íî ïåðåñå-

êàåò C1 â òî÷êå Q. Èç òî÷êè Q ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ QD ê îêðóæíîñòè

C2 òàêàÿ, ÷òî òî÷êè A è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé PQ. Ýòà
êàñàòåëüíàÿ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò C1 â òî÷êå C. Äîêàæèòå, ÷òî AD ÿâëÿåòñÿ

áèññåêòðèñîé óãëà CAP . (Iman Maghsoudi)

Ðåøåíèå.ÓãîëDQP ðàâåí ïîëóðàçíîñòè äóãDP èBD, òî åñòü ∠CQB =
∠PAD − ∠DAB. Îòñþäà ∠PAD = ∠CQB + ∠DAB = ∠CAB + ∠DAB =
∠CAD.

3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà N òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê,

êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà N ïîäîáíûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ.

(Nikolai Beluhov, Morteza Sagha�an)



Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî N = 1 íå ïîäõîäèò. Òàêæå íå ïîäõîäèò N =
2, ïîñêîëüêó îäèí èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ îáÿçàòåëüíî áóäåò âûïóêëûì, à

âòîðîé � íåò. Äëÿ N > 3 ïðèìåð ïðèâåäåí íèæå.

4. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A îïèñàííîé îêðóæíîñòè ω ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ABC (∠A = 90◦) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå P . Òî÷êà M �

ñåðåäèíà äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé âåðøèíó C. Ïðÿìàÿ PM ïåðåñåêàåò ω
âòîðîé ðàç â òî÷êå Q. Êàñàòåëüíàÿ ê ω â òî÷êå Q ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â

òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî ∠PKC = 90◦. (Davood Vakili)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AB < AC (ñëó÷àé AB > AC àíàëîãè÷åí).

Ïîêàæåì, ÷òî PK ‖ AB. Èç ïîäîáèÿ ïàð òðåóãîëüíèêîâ PMA è PAQ, PMB
è PCQ, PBA è PAC èìååì ðàâåíñòâà

AQ

MA
=
PQ

PA
,

MB

QC
=
PB

PQ
,

AC

BA
=
PA

PB
.

Ïîñêîëüêó MA = MB, òî, ïåðåìíîæèâ âñå òðè ðàâåíñòâà, èìååì AQ
QC =

BA
AC . Èç ïîäîáèÿ ïàð òðåóãîëüíèêîâ KAQ è KQC, PBA è PAC ïîëó÷àåì

KA

KQ
=
KQ

KC
=
AQ

QC
⇒ KA

KC
=

(
AQ

QC

)2

,
PB

PA
=
PA

PC
=
BA

AC
⇒ PB

PC
=

(
BA

AC

)2

.



Íî òîãäà èìååì KA
KC = PB

PC , ÷òî äàåò íóæíóþ ïàðàëëåëüíîñòü.

5. Îêðóæíîñòè ω è ω′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæ-
íîñòè ω â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ω′ â òî÷êå C; êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω′

â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå D. Áèññåêòðèñà óãëà CAD ïåðåñåêàåò ω è

ω′ â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà CAD ïåðå-

ñåêàåò ω è ω′ â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêóXY êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

BEF .
(Mahdi Etesami Fard)

Ðåøåíèå. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Y P è XE. Òîãäà

∠PXA = ∠CAF = ∠DAF = ∠FY A,

ïîýòîìó òðåóãîëüíèê PXY ðàâíîáåäðåííûé, òî åñòü òî÷êà X ëåæèò íà ñå-

ðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê XY .

Çàìåòèì, ÷òî

∠FBE = ∠FBA− ∠EBA = (180◦ − ∠FY A)− ∠EXA = 180◦ − 2∠PXA,

ïîýòîìó ∠FBE + ∠FPE = 180◦, òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê PEBF âïèñàí-

íûé. Ïîñêîëüêó ∠AFP = 90◦−∠FY A = 90◦−∠EXA = ∠PEF , òî òî÷êà P
� ýòî ñåðåäèíà äóãè EPF îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà PEBF .
Òàê êàê AF ⊥ XY , òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê XY ïàðàëëåëåí ïðÿìîé

EF , à çíà÷èò îí êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè PEBF .



III Èðàíñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè. Ïðîôåññèîíàëû

1. Îêðóæíîñòè ω è ω′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæ-
íîñòè ω â òî÷êå A ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω′ â òî÷êå C; êàñàòåëüíàÿ ê

îêðóæíîñòè ω′ â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêà-

åò îêðóæíîñòè ω è ω′ â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðïåíäèêóëÿð èç

òî÷êè E ê ïðÿìîé AC ïåðåñåêàåò ω′ â òî÷êå P ; ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè F
ê ïðÿìîé AD ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå Q. Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êè A, P è Q ëåæàò

ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé CD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, P è Q ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé. (Mahdi Etesami Fard)

Ðåøåíèå.ÏîñêîëüêóAD èAC êàñàþòñÿ îêðóæíîñòåé ω′ è ω, òî ∠AFC =
180◦ − ∠APC = 180◦ − ∠CAD = ∠AEF . Òîãäà

∠AFD = 180◦ − ∠AFE = 180◦ − ∠AEF = ∠AQD.

Ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè F è Q ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AD. Àíà-
ëîãè÷íî òî÷êè E è P ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî AC. Îòñþäà

∠QAD = ∠FAD = ∠FCA, ∠PAC = ∠EAC = ∠EDA,

∠PAQ = ∠PAC + ∠CAD + ∠QAD = ∠FCA+ ∠CAD + ∠EDA = 180◦,

òî åñòü òî÷êè P , A, Q ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � cåðåäèíà ñòîðîíû AC,
AD � âûñîòà. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó X òàêóþ, ÷òî

∠AXB = ∠DXM = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî ∠XMB = 2∠MBC. (Davood Vakili)
Ðåøåíèå 1.Îáîçíà÷èì ÷åðåçN ñåðåäèíó ñòîðîíûAB. ÏîñêîëüêóMN ‖

BC, òî ∠MBC = ∠NMB. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîMN ÿâëÿåòñÿ



áèññåêòðèñîé óãëà XMB. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AXDB âïèñàí-

íûé, ïîýòîìó

∠BXD = ∠BAD = 90◦ − ∠ABC, ∠BXM = 180◦ − ∠ABC = ∠BNM,

òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê BNXM âïèñàííûé. Ïîñêîëüêó NA = BN = NX,

òî óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äóãè BN è NX ðàâíû, òî åñòüMN � áèññåêòðèñà

óãëà BMX.

Ðåøåíèå 2. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõXM è BC,Q� òàêàÿ

òî÷êà, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ADBQ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ïîñêîëüêó

∠ADP = ∠DXP = 90◦, òî ∠ADX = ∠XPD. Ïÿòèóãîëüíèê QAXDB âïè-

ñàííûé, ïîýòîìó ∠AQX = ∠ADX = ∠XPD, îòêóäà òî÷êè Q, X, P ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé â ñèëó ïàðàëëåëüíîñòè AQ è BP .
Ïîñêîëüêó òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AC, òî îíà ÿâëÿåòñÿ è

ñåðåäèíîé îòðåçêà QP . Ïîýòîìó BM � ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà QBP , îòêóäà ∠XMB = 2∠MBC.

3. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðè÷åì òî÷êà A ëåæèò ìåæäó D è P . Òî÷êè I1 è I2 �



öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PAB è PDC ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PAB, H � îðòî-

öåíòð òðåóãîëüíèêà PDC. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêîâ AI1B è DHC êàñàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàñàþòñÿ îïèñàí-

íûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AOB è DI2C. (Hooman Fattahimoghaddam)

Ðåøåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâAI1B
è DHC êàñàþòñÿ â òî÷êå K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AKD è BKC. Ïîñêîëüêó âåðíû ðà-

âåíñòâà

∠DHC = ∠DKC = 180◦ − ∠P, ∠P + ∠PDK + ∠PCK = ∠DKC,

òî ∠PDK + ∠PCK = 180◦ − 2∠P . Èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ

AQKD è BQKC èìååì ðàâåíñòâà

∠AQK = 180◦ − ∠PDK, ∠BQK = 180◦ − ∠PCK.

Îòñþäà ∠AQB = ∠PDK + ∠PCK = 180◦ − 2∠P = 180◦ − ∠AOB, òî åñòü
÷åòûðåõóãîëüíèê AOBQ âïèñàííûé. Òàêæå èìååì ðàâåíñòâà

∠AKD = ∠AQD, ∠BKC = ∠BQC, ∠AQB = ∠DKC − ∠P,

ïîýòîìó ∠CQD = ∠AKB+∠P = 180◦−∠AI1B+∠P = 90◦+ ∠P
2 = ∠CI2D,

îòêóäà ÷åòûðåõóãîëüíèê CDQI2 âïèñàííûé.



Äîêàæåì, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AOB è DI2C êà-

ñàþòñÿ â òî÷êå Q. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∠ABQ+ ∠DCQ = ∠AQD.

Â ñèëó òîãî, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AI1B è DHC êàñà-

þòñÿ, èìååì

∠AKD = ∠ABK + ∠DCK = (∠ABQ+ ∠KBQ) + (∠DCQ− ∠KCQ).

Íî ∠KBQ = ∠KCQ, ∠AKD = ∠AQD, ïîýòîìó ∠AQD = ∠ABQ+ ∠DCQ.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AOB

è DI2C êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå Q. Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç K âòîðóþ

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AQD è BQC,
àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AI1B
è DHC êàñàþòñÿ â òî÷êå K.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò è äðóãîå ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå èíâåðñèþ ñ

öåíòðîì â òî÷êå Ìèêåëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

4. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC � â òî÷êå F , ïðè÷åì
òî÷êà A ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè B è E, à òàêæå ìåæäó òî÷êàìè D è F . Äèà-
ãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îêðóæíîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó D è êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC â òî÷êå P . Îêðóæíîñòü ω2 ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó C è êàñàåòñÿ ïðÿìîé BD â òî÷êå P . Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

îêðóæíîñòè ω1 è ïðÿìîé AD, à Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω2 è

ïðÿìîé BC. Ïóñòü Q � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2. Äî-

êàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè P ê ïðÿìîé EF ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð

îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XQY . (Iman Maghsoudi)

Ðåøåíèå 1.

Ëåììà 1. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïðÿìûå AB è CD ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ïðÿìûå BC è AD � â òî÷êå F , à äèàãîíàëè AC è

BD � â òî÷êå P . Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íà ñòîðîíàõ AD è

BC ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü U � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è PX, à V
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AD è PY . Òîãäà ïðÿìûå XY è UV ïåðåñåêàþòñÿ íà

ïðÿìîé EF .
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ EF ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëÿðîé òî÷êè P îòíîñèòåëüíî óãëà BEC. Òàêæå ëåììó ìîæíî äîêàçàòü,
èñïîëüçóÿ ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâà-

íèå, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìóþ EF â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïóñòü ïðÿìûå XY è UV ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå Z, ïðÿìûå PF è UV � â òî÷êå L, ïðÿìûå PF è CD � â òî÷-

êå K, à ïðÿìûå ZF è CD � â òî÷êå E′. Ïîñêîëüêó (Z,L, V, U) = −1, òî



(E′,K,D,C) = −1. Íî â ñèëó òîãî, ÷òî (E,K,D,C) = −1, òî÷êè E è E′

ñîâïàäàþò.

Ëåììà 2. Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ABCD, P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Ïóñòü ïðÿìûå AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, à ïðÿìûå AD è BC � â òî÷êå F . Òîãäà OP ⊥ EF .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïðÿìàÿ EF ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè P
îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, ïîýòîìó
OP ⊥ EF .

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïóñòü ïðÿìûå PX è BC ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå U , à ïðÿìûå PY è AD � â òî÷êå V . Çàìåòèì, ÷òî

∠XQP = ∠XDP = ∠XPA = ∠UPC, ∠Y QP = ∠Y CP = ∠Y PB = ∠V PD.



Îòñþäà ∠XV Y = ∠XQY = ∠XUY , ïîýòîìó ïÿòèóãîëüíèê QVXY U �

âïèñàííûé. Ïóñòü O � öåíòð åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ñîãëàñíî ëåììå 1,

ïðÿìûå UV è XY ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé EF , òîãäà èç ëåììû 2 ñëåäóåò,

÷òî OP ⊥ EF .
Ðåøåíèå 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XQY .
Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå P . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A′ îáðàç
òî÷êè A ïðè ýòîé èíâåðñèè, äðóãèå òî÷êè îáîçíà÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî PO′ ñîäåðæèò äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà E′PF ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O′′ öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà X ′Q′Y ′. Ìû çíàåì, ÷òî òî÷êè P , O′, O′′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ PO′′ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà E′PF ′.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O1, O2, O3, O4 öåíòðû îêðóæíîñòåé, êàê íà ðèñóíêå, à

÷åðåç K � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O1O3 è O2O4. Ïîñêîëüêó òî÷êà K ëå-

æèò íà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê îòðåçêàì PF ′ è PE′, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PE′F ′. Èç òîãî, ÷òî D′B′Y ′Q′

� ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, ñëåäóåò, ÷òî O′′ ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-

ëÿðå ê îòðåçêó B′D′. Àíàëîãè÷íî O′′ ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå

ê îòðåçêó A′C ′.
Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ A′C ′ è O1O2, A

′C ′ è O3O4,

B′D′ è O2O3, B
′D′ è O1O4 çà M , T , N , L. Ïóñòü U è V � ïðîåêöèè òî÷åê



K è O′′ íà ïðÿìóþ A′C ′, R è S � ïðîåêöèè òî÷åê K è O′′ íà ïðÿìóþ B′D′.

Ìû çíàåì, ÷òî O1O2 ⊥ A′C ′, O3O4 ⊥ A′C ′, ïîýòîìó O1O2 ‖ O3O4. Àíà-

ëîãè÷íî O1O4 ⊥ O2O3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî O1O2O3O4 � ïàðàëëåëîãðàìì,

à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Îòñþäà UM = UT . Òàêæå âåðíû
ðàâåíñòâà A′M =MP è C ′T = TP , îòêóäà

PV = A′V −A′P =
1

2
A′C ′ − 2PM = (PM + PT )− 2PM = PT − PM,

TV = PT − PV = PM, UP = UM −MP = UT − V T = UV.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî PR = RS, îòêóäà òî÷êè P , K, O′′ ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

5. Cóùåñòâóþò ëè øåñòü òî÷åê ïëîñêîñòè X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2 òàêèå, ÷òî

òðåóãîëüíèêè XiYjZk ïîäîáíû äëÿ âñåõ íàáîðîâ i, j, k, 1 6 i, j, k 6 2?
(Morteza Sagha�an)

Ðåøåíèå. (Èëüÿ Áîãäàíîâ) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê XY Z òàêîé, ÷òî

XY = 1, Y Z = t2, ZX = t3 è ∠Z = ∠X + 2∠Y .



Òàêîé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó äëÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî t
âûïîëíåíî ∠Z > ∠X + 2∠Y , à äëÿ t = 1 âûïîëíåíî ∠Z < ∠X + 2∠Y . Òî-
ãäà ïî íåïðåðûâíîñòè óêàçàííûé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò. Òîãäà óêàçàííàÿ

íèæå êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è.


