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Ò×-øíûå òåîðåìû. Ðàçáîð ïèñüìåííîãî çàäàíèÿ.

10. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî (n− 1)! äåëèòñÿ íà n?

Îòâåò: ïðè n = 1 è ïðè âñåõ ñîñòàâíûõ n, áîëüøèõ 4.

Ïóñòü n = 1. Òîãäà (n− 1)! = 0! = 1, 1 äåëèòñÿ íà 1.

Ïóñòü n ïðîñòîå. n! = 1 ·2 · ... · (n−1), â ýòîì ïðîèçâåäåíèè íè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íå äåëèòñÿ íà p
⇒ ïðîèçâåäåíèå íå äåëèòñÿ íà n. (Â ñëó÷àé ïðîñòîãî n òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Âèëüñîíà.
Íî ýòî, êàê ãîâîðèòñÿ, èç ïóøêè ïî âîðîáüÿì).

Ïóñòü n ñîñòàâíîå è n íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïðîñòîãî ÷èñëà. Òîãäà n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå n = ab,
ãäå a è b - ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå åäèíèöû. Â ïðîèçâåäåíèè 1 · 2 · ... · (n − 1) åñòü
ñîìíîæèòåëü, ðàâíûé a è åñòü ñîìíîæèòåëü, ðàâíûé b ⇒ ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà pq.

Ïóñòü n = p2, p-ïðîñòîå. Åñëè p > 2, òî 2p < p2 ⇒ â ïðîèçâåäåíèè åñòü ñîìíîæèòåëè p è 2p ⇒
ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà p2. Åñëè p = 2, òî n = 4, (n− 1)!=6, 6 íå äåëèòñÿ íà 4.

Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû.

11. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k > n ñóùåñòâåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ñ ñóììîé öèôð ðàâíîé k, êîòîðîå äåëèòñÿ íà n?

Ïóñòü n äåëèòñÿ íà 3. Âîçüìåì k = n+ 1. Ëþáîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð, ðàâíîé n+ 1, íå äåëèòñÿ íà
3, òàê êàê n+ 1 íå äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, ëþáîå òàêîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà n.

Ïóñòü n > 1 âçàèìíî ïðîñòî ñ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n òàêæå âçàèìíî ïðîñòî ñ 2 è 5. Âîçüìåì
íàòóðàëüíîå k ≥ n è íàéäåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð k, äåëÿùååñÿ íà n. Ðàññìîòðèì
÷èñëî M , èìåþùåå â ñâîåé äåñÿòè÷íîé çàïèñè åäèíèöû â k ðàçðÿäàõ è íóëè âî âñåõ îñòàëüíûõ
ðàçðÿäàõ. Òàêîå ÷èñëî èìååò âèä M = 10a1 + 10a2 + ... + 10ak , ãäå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé a1, a2, ..., ak -
ðàçëè÷íûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü ñðåäè ïîêàçàòåëåé x øòóê äåëÿòñÿ íà ϕ(n) è k − x
øòóê ñðàâíèìû ñ 1 ïî ìîäóëþ ϕ(n) (0 ≤ x ≤ k)

×èñëî 10 âçàèìíî ïðîñòî ñ n. Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà 10ϕ(n) ≡n 1 ⇒ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî q
âåðíî 10qϕ(n) = (10ϕ(n))q ≡n 1.

10ϕ(n) ≡n 1⇒ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî q âåðíî 10 · (10ϕ(n))q = 10qϕ(n)+1 ≡n 10.

Çíà÷èò, ñðåäè ñëàãàåìûõ 10a1 , 10a2 , ..., 10ak åñòü x øòóê, ñðàâíèìûõ ñ 1 ïî ìîäóëþ n, è îñòàëüíûå
k− x øòóê ñðàâíèìû ñ 10 ïî ìîäóëþ n. Îòñþäà M ≡n x+ 10(k− x). Íàäî íàéòè íàòóðàëüíîå öåëîå
0 ≤ x ≤ k, òàêîå ÷òî x+10(k−x) ≡n 0, òî åñòü 9x ≡n 10k. n âçàèìíî ïðîñòî ñ 3, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
öåëîå 0 ≤ x ≤ n− 1, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó ñðàâíåíèþ. Ïî óñëîâèþ k ≥ n, ïîýòîìó 0 ≤ x ≤ k, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü òåïåðü n âçàèìíî ïðîñòî ñ 3 è n = t · 2α · 5β, ãäå t âçàèìíî ïðîñòî ñ 2 è 5. Ïóñòü äàíî k ≥ n.
Òîãäà k ≥ t è ïî óæå ðàçîáðàííîìó ñëó÷àþ íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå Mñ ñóììîé öèôð êðàòíîå t. Òîãäà
M · 10max(α,β) - ýòî ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð k, äåëÿùååñÿ íà n, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.


