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Áàðîíû. Ðàçáîð ïèñüìåííîãî çàäàíèÿ.

3. Â äâóäîëüíîì ãðôàå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû k. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà ãðàôà
ìîæíî ïîêðàñèòü â k öâåòîâ òàê, ÷òîáû äâà ðåáðà îäíîãî öâåòà íå èìåëè îáùèõ

êîíöîâ.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé ïî k.

Áàçà: k = 1. Íè ó êàêèõ äâóõ ðåáåð íåò îáùåãî êîíöà, âñå ðåáðà ìîæíî ïîêðàñèòü â îäèí

öâåò.

Ïåðåõîä: ïóñòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî äëÿ k − 1, äîêàæåì åãî äëÿ k. Ñóììà ñòåïåíåé
âåðøèí â îäíîé äîëå ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé â äðóãîé, âñå ñòåïåíè îäèíàêîâûå ⇒ â äîëÿõ

ïîðîâíó âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 1. Â ãðàôå ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå (ò. å. òàêîå ïàðîñî-
÷åòàíèå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îäíîãî èç ðåáåð).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ñ ïîìîùüþ ëåììû Õîëëà òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå, ÷òî êàæäàÿ âåð-

øèíà ïåðâîé äîëè ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îäíîãî èç åãî ðåáåð. Îíî áóäåò èñêîìûì, òàê êàê â

äîëÿõ ïîðîâíó âåðøèí.

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå ëåììû Õîëëà. Âîçüìåì ïîäìíîæåñòâî èç t âåðøèí ïåðâîé
äîëè. Äîïóñòèì, ÷òî îíè ñâÿçàíû â ñîâîêóïíîñòè ñ s < t âåðøèíàìè âòîðîé äîëè. Âûêèíåì
èç ãðàôà âñå âåðøèíû, êðîìå ýòèõ s è t. Îñòàëñÿ äâóäîëüíûé ãðàô, â îäíîé äîëå t âåðøèí
ñòåïåíè ðîâíî k êàæäàÿ, â äðóãîé äîëå s âåðøèí ñòåïåíè íå áîëåå, ÷åì k êàæäàÿ. Ñóììà

ñòåïåíåé â ïåðâîé äîëå ðàâíà tk, ñóììà ñòåïåíåé âî âòîðîé íå áîëüøå sk. Íî t > s ⇒
tk > sk ⇒ ñóììà ñòåïåíåé â ïåðâîé äîëå áîëüøå, ÷åì âî âòîðîé. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,

óñëîâèå ëåììû Õîëëà âûïîëíåíî è ïàðîñî÷åòàíèå íàéäåòñÿ.

Âûáåðåì ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå è ïîêðàñèì âñå åãî ðåáðà â ïåðâûé öâåò. Âûêèíåì

ðåáðà ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Îñòàíåòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô, ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ðàâíû

k − 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åãî ðåáðà ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â

öâåòà ñî 2-ãî ïî k-é. Çíà÷èò, ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü

â k öâåòîâ, ×ÒÄ.


