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Î ïîâàäêàõ îäíîãî êóçíå÷èêà.

Îïðåäåëåíèå. Êóçíå÷èê Êðîíåêåðà � çâåðü, ïðûãàþùèé ïî êðóãó ñ ïîñòîÿííîé äëèíîé ïðûæêà.
Íàóêå èçâåñòíû äâå îñíîâíûå ðàçíîâèäíîñòè êóçíå÷èêîâ Êðîíåêåðà.
Êóçíå÷èê èððàöèîíàëüíûé � ñóùåñòâî êðàéíå íåïîñòîÿííîå, íî âåçäåñóùåå: îíî íå ïîïàäàåò â

îäíó òî÷êó äâàæäû, íî çàòî âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿåò îêðóæíîñòü.
Â îòëè÷èå îò íåãî, êóçíå÷èê ðàöèîíàëüíûé � ñóùåñòâî êðàéíå ïðåäñêàçóåìîå, çàöèêëåííîå íà

ñâîèõ øàãàõ. Èððàöèîíàëüíûì êóçíå÷èêîâ çàéìåìñÿ ïîçæå, à ïîêà èçó÷èì ïîâàäêè êóçíå÷èêà ðà-
öèîíàëüíîãî.

Ñþæåò. Êóçíå÷èê ïðûãàåò ïî îêðóæíîñòè äëèíû 1 (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå). Äëèíà êàæäîãî åãî ïðûæêà ðàâíà α > 0. Òî÷êè â êîòîðûõ îí ïîáûâàë áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åí-
íûìè.

Êóçíå÷èê ðàöèîíàëüíûé (òåîðåìà). Ïóñòü α = p/q, (p, q) = 1. Òîãäà íà îêðóæíîñòè áóäåò
îòìå÷åíî ðîâíî q òî÷åê, êîòîðûå ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà q ðàâíûõ ÷àñòåé. Ýòè q òî÷åê êóçíå÷åê
ïðîñêàêèâàåò â íåêîòîðîì ïîðÿäêå çà p êðóãîâ, ïîñëå ÷åãî çàöèêëèâàåòñÿ.

Ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé,
è êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäûäóùåìó, òî ñèñòåìà ñ íåêîòîðîãî
ìîìåíòà çàöèêëèòñÿ.

Ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ íàçàä (îáðàòíûé õîä). Åñëè â óñëîâèÿõ ïðèíöèïà çàöèêëèâàíèÿ
êàæäîå ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó ïîñëåäóþ-
ùèõ, òî ñèñòåìà çàöèêëèâàåòñÿ áåç ïðåäïåðèîäà.

1. (Î ïîñëåäíèõ öèôðàõ ñòåïåíåé)

a) Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 182016.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäíèõ öèôð ñòåïåíåé ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà îáÿçàòåëüíî çàöèêëèâàåòñÿ.

c) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèé.

d) ***Íàéäèòå êàêèå ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ äëèíû ïåðèîäîâ. Ïîïðîáóéòå îáúÿñíèòü ïî÷åìó
èìåííî òàêèå (ýòî ñëîæíî).

2. (Î äðîáÿõ äåñÿòè÷íûõ è îáûêíîâåííûõ)

a) Íàéäèòå 2016-óþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè äðîáè 3/14.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïåðåâîäå îáûêíîâåííîé äðîáè â äåñÿòè÷íóþ, âñåãäà ïîëó÷èòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.

c) ***Îò ÷åãî çàâèñèò áóäåò äðîáü ñ ïðåäïåðèîäîì èëè áåç (ýòî ñëîæíî)?

d) ***Îò ÷åãî çàâèñèò äëèíà ïåðèîäà (è ýòî ñëîæíî)? Â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíàÿ äëèíà (è ýòî, òîæå, ñëîæíî)?

3. (Î áëóæäàíèÿõ äâîå÷íèêà)

a) Îäèí ïðåïîäàâàòåëü îñòàâèë íà äâåðÿõ âñåõ êîìíàò çàïèñêè ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ: ¾ß
â êîìíàòå íîìåð. . . ¿ è èñ÷åç â íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè. (Ðàçíûå çàïèñêè ìîãóò ñîîá-
ùàòü ðàçíóþ èíôîðìàöèþ). Ñòóäåíò-äâîå÷íèê íà÷àë ïîèñêè ïðåïîäàâàòåëÿ, ðóêîâîäñòâó-
ÿñü ýòèìè óêàçàíèÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îí íà÷íåò äâèãàòüñÿ ïî öèêëó

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â çàäà÷å ïðî êîìíàòû âñå çàïèñêè óêàçûâàþò íà ðàçíûå êîìíàòû, òî
øêîëüíèê ðàíî èëè ïîçäíî âåðíåòñÿ â òó êîìíàòó, ñ êîòîðîé íà÷àë.



Ó÷èìñÿ ãîâîðèòü.

1. Â òðèäåñÿòîì êîðîëåâñòâå ó êàæäîãî çàìêà è êàæäîé ðàçâèëêè ñõîäÿòñÿ òðè äîðîãè. Ðûöàðü,
Ëþáÿùèé Ðàçíîîáðàçèå, âûåõàë èç ñâîåãî çàìêà è ïî î÷åðåäè ïîâîðà÷èâàåò òî íàïðàâî, òî
íàëåâî.

a) Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìàðøðóò çàöèêëèòñÿ.

b) Äîêàæèòå, ÷òî îí âåðíåòñÿ â çàìîê, èç êîòîðîãî íà÷èíàë äâèæåíèå.

2. a) Êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî
òàê: ÷èñëî âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, è èç íåãî âû÷åðêèâàþòñÿ âñå öèôðû, êðîìå ïîñëåäíèõ
÷åòûðåõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ, è äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå
10000 ÷èñåë.

b) À ìîæíî ëè óòâåðæäàòü ÷òî äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå 5000 ÷èñåë?

3. Ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâåí ïîñëåäíåé öèôðå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ïðåäûäóùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a) ïåðèîäè÷íà;

b) ñ ïåðèîäîì äëèíû íå áîëüøå 26;

c) ìåíüøå 17.

4. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 201696230160747865652... êàæäàÿ öèôðà, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîé, ðàâíà ïîñëåä-
íåé öèôðå ñóììû ÷åòûðåõ ïðåäøåñòâóþùèõ öèôð.

a) Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñíîâà âñòðåòèòñÿ ÷åòâåðêà 2016.

b) Âñòðåòèòñÿ ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åòâåðêà 2015?

c) Âñòðåòèòñÿ ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åòâåðêà 4963?

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì an+1 = s · a2n + 1,
ãäå s � ñóììà öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà.

6. Ãîñóäàðñòâî Ýëìûøàòèÿ âñåãäà ñóùåñòâîâàëà è âñåãäà áóäåò ñóùåñòîâàòü. Êàæäûé äåíü â ãîñó-
äàðñòâå ëèáî èäåò äîæäü, ëèáî áóøóåò áóðÿ, ëèáî ñâåòèò ñîëíöå. Èçâåñòíî, ÷òî ïîãîäà â äàííûé
äåíü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîãîäîé çà ïðåäøåñòâóþùóþ ÷åòûðåõäíåâêó. Âñþ ïîëåäíþþ ÷å-
òûðåõäíåâêó øåë äîæäü. Äîêàæèòå, ÷òî è äî è ïîñëå ýòîãî äîæäëèâûõ ÷åòûðåõäíåâîê áûëî
áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ó÷èìñÿ ïèñàòü.

7. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} 1 = 7 è n+1 = a3n + 3 ïðè âñåõ n > 1. Íàéäåòñÿ ëè â íåé ÷èñëî,
äåëÿùååñÿ íà 8?

8. a) Íàéäèòå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 77.

b) Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 77
7
.

c) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäíèõ öèôð ÷èñåë 7, 77, 77
7
, 77

77

... ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé.

9. Ïî êðóãó ñòîÿò 2017 ÷èñåë ¾-1¿ è ¾1¿, ïðè÷åì íå âñå ÷èñëà îäèíàêîâûå. Äëÿ êàæäûõ äåñÿòè
ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë âû÷èñëèëè èõ ïðîèçâåäåíèå è âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèëè. Êàêàÿ
íàèáîëüøàÿ ñóììà ìîãëà ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ?


