
Êðóæîê â Õàìîâíèêàõ. 2015-2016 ó÷åáíûé ãîä. 10 êëàññ.
Ãðîáàðèé + äîìàøíåå çàäàíèå íà êàíèêóëû.

17. Íå ñåêðåò, ÷òî èíîãäà ïðè óìíîæåíèè ÷èñëà íà 8 åãî ñóììà öèôð óìåíüøàåòñÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî îíà óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 8 ðàç.

20. Â êëåòêè òàáëèöû ðàçìåðîì m × n çàïèñàëè ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü l 6 m, k 6 n. Â êàæäîì ñòîëáöå ïîä÷åðêíóëè l íàèáîëüøèõ ÷èñåë, à â êàæäîé
ñòðîêå � k íàèáîëüøèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå kl ÷èñåë ïîä÷¼ðêíóòû äâàæäû.

30. Íà áåñêîíå÷íîì áåëîì êëåò÷àòîì ëèñòå áóìàãè n êëåòîê ïîêðàñèëè â ÷¼ðíûé öâåò.
Êàæäóþ ìèíóòó êàæäàÿ êëåòêà K ïåðåêðàøèâàåòñÿ â öâåò, â êîòîðûé ïîêðàøåíî õîòÿ áû
äâå èç òàêèõ òð¼õ êëåòîê: ñàìà êëåòêà K, ñîñåäíÿÿ ñâåðõó è ñîñåäíÿÿ ñëåâà. Äîêàæèòå,
÷òî íå ïîçäíåå, ÷åì ÷åðåç n ìèíóò âñå êëåòêè ñòàíóò áåëûìè.

55*. Íà äîñêå íàïèñàíû âñå 2n ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç
÷èñåë 1 èëè −1. Ïîñëå ýòîãî ÷àñòü ÷èñåë çàìåíèëè íóëÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü
îäíó èëè íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàê, ÷òî èõ ñóììà áóäåò ðàâíà 0 (ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñêëàäûâàþòñÿ ïî÷ëåííî).

69. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èç êîòîðîé íåëüçÿ âû-
áðàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ ïðî-
ñòîå ÷èñëî, íà êîòîðîå äåëÿòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

71. Â êîìíàòå n ëþäåé, íåêîòîðûå çíàêîìû ìåæäó ñîáîé è ó êàæäîãî õîòÿ áû îäèí
çíàêîìûé (åñëè A çíàåò B, òî Â çíàåò À). Íàçîâ¼ì îáùèòåëüíîñòüþ ÷åëîâåêà ÷èñëî åãî
çíàêîìûõ. Äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà ïîäñ÷èòàëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îáùèòåëüíîñòåé
åãî çíàêîìûõ. Ïîëó÷èëè n ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íå ìåíüøå,
÷åì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îáùèòåëüíîñòåé.

72. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå äëèíû âñåõ íåãëàâíûõ äèàãîíàëåé íå ïðåâîñõîäÿò 1.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ãëàâíàÿ äèàãîíàëü, êîòîðàÿ íå äëèíåå 2√

3
.

85. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí 4n + 1 ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñÿì. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðåñåêàåò õîòÿ áû 3n äðóãèõ. Äîêàæèòå,
÷òî åñòü ïðÿìîóãîëüíèê, ïåðåñåêàþùèé âñå îñòàëüíûå.

87.Íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 îòìå÷åíî 60 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî íà ýòîé æå îêðóæíîñòè
íàéä¼òñÿ òî÷êà, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðîé äî îòìå÷åííûõ íå áîëåå 80.

88. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷¼ì êîýôôèöåíò ïðè ñòàðøåé
ñòåïåíè ðàâåí 1. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n óðàâíåíèå P (x) = 2n èìååò
íàòóðàëüíîå ðåøåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàâíà 1.

98. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà íåâûïóêëûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêè.
99. Íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ öåëûå ÷èñëà a, b è c ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì 106.

Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî |a+ b
√
2 + c

√
3| > 10−21.

101. Íà ñúåçä ñîáðàëèñü 5000 êèíîëþáèòåëåé, êàæäûé âèäåë õîòÿ áû îäèí ôèëüì. Èõ
äåëÿò íà ñåêöèè äâóõ òèïîâ: ëèáî îáñóæäåíèå ôèëüìà, êîòîðûé âñå ÷ëåíû ñåêöèè âèäåëè,
ëèáî êàæäûé ðàññêàçûâàåò î âèäåííîì ôèëüìå, êîòîðûé áîëüøå íèêòî â ñåêöèè íå âèäåë.
Äîêàæèòå, ÷òî âñåõ ìîæíî ðàçáèòü ðîâíî íà 100 ñåêöèé. (Ñåêöèè èç îäíîãî ÷åëîâåêà
ðàçðåøàþòñÿ: îí ïèøåò îòçûâ î âèäåííîì ôèëüìå.)

102. Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 45-óãîëüíèêà ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà, ïðè÷¼ì âåðøèí
êàæäîãî öâåòà ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïî òðè âåðøèíû êàæäîãî öâåòà
òàê, ÷òîáû òðè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííûå âûáðàííûìè îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè, áûëè
ðàâíû.

97. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ îäíîé òîëüêî ëèíåéêè íåëüçÿ ïîñòðîèòü áèññåêòðèñó
óãëà.

98. Äàíî áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîãî ïðîîáðàç ëþáîé îêðóæ-
íîñòè åñòü îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
à) àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå;
á) ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ.



99. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà. Ó íå¼ ïðîâåëè äâà ñå÷åíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî
îáà ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè
ðàâíû.

67. Äàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê áåç ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Äëÿ êàæäîé ñòîðîíû âçÿëè
ñàìóþ äàë¼êóþ âåðøèíó è ïîñ÷èòàëè óãîë, ïîä êîòîðûì îíà âèäíà èç òîé âåðøèíû. ×åìó
ðàâíà ñóììà ýòèõ óãëîâ.

68. (Ñíîâà èç ïðîøëîãî ãîäà). Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè îòìå÷åí îäèí èç óçëîâ � òî÷êà
O. Äëÿ êàæäîé òî÷êè X ïëîñêîñòè îïðåäåëèì PO(X) � êîëè÷åñòâî óçëîâ ïëîñêîñòè, êîòî-
ðûå áëèæå ê X, ÷åì òî÷êà O. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ PO(X) = 1000
èìååò ïëîùàäü 1?

115. Ó íåàêêóðàòíîãî ëàáîðàíòà ïåðåïóòàëèñü ïîìåòêè ïðîáèðîê, è ñðåäè n åãî ïðî-
áèðîê ñ ïðåïàðàòàìè åñòü îäíà ñ ÿäîì. Ó ëàáîðàíòà åñòü 4 ïîäîïûòíûõ êðûñû. Êàæäûé
äåíü â 10:00 êàæäîé êðûñå ìîæíî ñäåëàòü èíúåêöèþ ñî ñìåñüþ ñîäåðæèìîãî íåñêîëüêèõ
ïðîáèðîê. Åñëè ñðåäè íèõ áûëà ïðîáèðêà ñ ÿäîì, êðûñà ïîãèáíåò ðîâíî â 17:00, èíà÷å
êðûñà âûæèâåò. Äëÿ êàêîãî íàèáîëüøåãî n çà 4 äíÿ ãàðàíòèðîâàííî ìîæíî âûÿñíèòü, â
êàêîé ïðîáèðêå ÿä.

116. Èç 123 íåîòëè÷èìûõ âíåøíå ìîíåò ðîâíî îäíà ôàëüøèâàÿ. Íàñòîÿùèå ìîíåòû
âåñÿò îäèíàêîâî, à âåñ ôàëüøèâîé îòëè÷àåòñÿ îò âåñà íàñòîÿùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî çà 5
âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàííî íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó.

109. ×èñëà x1, x2, . . . xn ∈ [−1, 1] óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó x31 + x32 + . . .+ x3n = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî x1 + x2 + . . .+ xn 6 n

3

166. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå n, ÷òî ÷èñëî 10n

n3+n2+n+1
ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

167. Äîêàæèòå, ÷òî ó ÷èñëà a4
n
+ a2

n
+ 1 íå ìåíåå n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

168. Ïóñòü n > 3 � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ó ÷èñëà 2ϕ(n) − 1 åñòü ïðîñòîé
äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ÷èñëà n.

169. Â êàêîé ñòåïåíè âõîäèò äâîéêà â ðàçëîæåíèå ÷èñëà C2k

2k+1 − C2k−1

2k
íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè?
138. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Èçâåñòíî, ÷òî íåò òðåõ

ãîðîäîâ, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ n äîðîã íàéäåòñÿ ãîðîä,
èç êîòîðîãî âûõîäÿò õîòÿ áû äâå èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ãîðîäà ìîæíî òàê ðàçáèòü íà n
îêðóãîâ, ÷òîáû ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿëà ãîðîäà èç ðàçëè÷íûõ îêðóãîâ.

139. Áîêîâûå ñòîðîíû AB è CD òðàïåöèè ABCD ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî õîðäàìè
îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Ãðàäóñíûå ìåðû êàñà-
þùèõñÿ äóã AB è CD ðàâíû α è β. Îêðóæíîñòè ω3 è ω4 òàêæå èìåþò õîðäû AB è CD
ñîîòâåòñòâåííî. Èõ äóãè AB è CD, ðàñïîëîæåííûå ñ òîé æå ñòîðîíû îò õîðä, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùèå äóãè ïåðâûõ äâóõ îêðóæíîñòåé, èìåþò ãðàäóñíûå ìåðû β è α. Äîêàæèòå,
÷òî ω3 è ω4 òîæå êàñàþòñÿ.

140. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå k < n (Ýòî
èñïðàâëåíèå ïî ñðàâíåíè ñ ïåðâîíà÷àëüíûì âàðèàíòîì), ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè
÷èñëà kn èñïîëüçóþòñÿ íå âñå öèôðû.

141. Íàéäèòå âñå òàêèå íåïðåðûâíûå íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ôóíêöèè f(x),
÷òî f(f(x)) + f(x)− 2x = 0.

142. Â äâóäîëüíîì ãðàôå 2n − 1 âåðøèí, â êàæäîé íàïèñàíî n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Äî-
êàæèòå, ÷òî ìîæíî îñòàâèòü â êàæäîé âåðøèíå îäíî ÷èñëî òàê, ÷òîáû â êîíöàõ êàæäîãî
ðåáðà ñòîÿëè ðàçëè÷íûå ÷èñëà.


