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Ñåðèÿ 34. Öåëûå ãàóññîâû ÷èñëà.

Öåëûìè ãàóññîâûìè ÷èñëàìè (èëè ïðîñòî ãàóññîâûìè ÷èñëàìè) íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà, ó êîòîðûõ è âåùåñòâåííàÿ, è ìíèìàÿ ÷àñòè � öåëûå ÷èñëà.

0. a) Íàðèñóéòå, êàê âûãëÿäèò ìíîæåñòâî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Áûâàåò ïîëåçíà è îáðàòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: î òî÷êàõ ïëîñêîñòè ìîæíî äóìàòü êàê
î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ.
b) Âñïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ: R[x] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x; Q[

√
2] � ìíî-

æåñòâî ÷èñåë âèäà a + b
√
2, ãäå a, b ∈ Q. Ïðèäóìàéòå ëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå äëÿ öåëûõ

ãàóññîâûõ ÷èñåë.
ñ) Äàéòåå îïðåäåëåíèå ãàóññîâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ïîêàæèòå, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïî-

ëåì, ò.å. âñå ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñîõðàíÿþò ýòî ìíîæåñòâî.

282. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà x+yi íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
√
x2 + y2.

Ïóñòü N(n) � êîëè÷åñòâî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë ñ ìîäóëåì, íå ïðåâîñõîäÿùèì n.
a) Èçâåñòíî, ÷òîN(n) ðàñò¼ò ïðèìåðíî êàê cn2 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. ×åìó ðàâíÿåòñÿ
ýòà êîíñòàíòà?
b) Åñëè âû óæå çíàåòå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, äîêàæèòå ñòðîãî ñóùåñòâîâàíèå

lim
n→∞

N(n)

n2
.

283. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ðàâíÿåòñÿ S. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàðèñîâàòü ïîäîáíûé åìó òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷àõ, èìåþùèé ïëîùàäü
a) 4S; b) 2S; c) 13S.
d) Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 3S íàðèñîâàòü íåëüçÿ.

284. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. Äëÿ ëþáûõ òðåõ èç íèõ ñóùåñòâóåò äå-
êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò (ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè è îáùèé ìàñøòàá), â êîòîðîé ýòè
òî÷êè èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò,
â êîòîðîé âñå îòìå÷åííûå òî÷êè èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû.

285. Ïóñòü M(n) � êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a2 + b2 = c2 òàêèõ,
÷òî |c| < n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n âûïîëíåíî M(n) > λn.

Ãàóññîâî öåëîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò ±1 è ±i. ×èñëà ±1 è ±i ïðîñòûìè íå
ñ÷èòàþòñÿ.

279. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2016 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë.
286. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ãàóññîâî ÷èñëî u ìîæíî ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì íà ëþáîå

íåíóëåâîå ãàóññîâî ÷èñëî v, òî åñòü ïðåäñòàâèòü â âèäå: u = vq+ r, ãäå ÷àñòíîå q è îñòàòîê
r � ãàóññîâû ÷èñëà, ïðè÷¼ì |r| < |v|.


