
Кружок в “Хамовниках”. 10 класс. 2015-2016 учебный год.
Серия 17-18. Геометрия.

117. В треугольнике одна из средних линий больше одной из медиан. Докажите, что
этот треугольник тупоугольный.

118. На сторонах 𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 нашлись такие точки 𝐷,𝐸, 𝐹 , что
центр вписанной окружности треугольника 𝐷𝐸𝐹 совпадает с центром вписанной окруж-
ности 𝐴𝐵𝐶, а радиус в 2 раза меньше. Докажите, что тогда 𝐴𝐵𝐶 — правильный.

119. На сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны соответственно точки
𝐾, 𝐿 и 𝑀 . Оказалось, что радиусы описанных окружностей треугольников 𝐴𝐾𝑀 , 𝐵𝐾𝐿,
𝐶𝐿𝑀 и 𝐾𝐿𝑀 равны. Докажите, что треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐾𝐿𝑀 подобны.

120. Внутри квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 выбрана точка 𝑋 и через нее проведены отрезки 𝑃𝑄 и
𝐸𝐹 , параллельные сторонам квадрата 𝐴𝐷 и 𝐴𝐵 соответственно, с концами, лежащими
на сторонах квадрата (𝑃 на 𝐴𝐵, 𝐹 на 𝐴𝐷). Оказалось, что 𝑆𝐸𝐶𝑄𝑋 = 2𝑆𝑃𝑋𝐹𝐴. Чему равен
∠𝐸𝐴𝑄?

121. Дан параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷, в котором угол 𝐴𝐵𝐶 тупой. Прямая 𝐴𝐷 пересекает
второй раз окружность 𝜔, описанную вокруг треугольника 𝐴𝐵𝐶, в точке 𝐸. Прямая 𝐶𝐷
пересекает второй раз окружность 𝜔 в точке 𝐹 . Докажите, что центр описанной окруж-
ности треугольника 𝐷𝐸𝐹 лежит на окружности 𝜔.

122. Окружность с центром 𝑂 вписана в четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 и касается его не
параллельных сторон 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 в точках 𝐸 и 𝐹 соответственно. Пусть прямая 𝐴𝑂 и
отрезок 𝐸𝐹 пересекаются в точке 𝐾, прямая 𝐷𝑂 и отрезок 𝐸𝐹 — в точке 𝑁 , а прямые
𝐵𝐾 и 𝐶𝑁 — в точке 𝑀 . Докажите, что точки 𝑂, 𝐾, 𝑀 и 𝑁 лежат на одной окружности.

123. Центры окружностей 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆3 лежат на одной прямой, причем 𝑆1 и 𝑆2 не пе-
ресекаются, а 𝑆3 внешним образом касаются двух других окружностей. Докажите, что
окружность 𝑆3 пересекает общие внутренние касательные к 𝑆1 и 𝑆2 в четырех точках,
образующих четырехугольник, две стороны которого параллельны общим внешним каса-
тельным к 𝑆1 и 𝑆2.

124. Окружность проходит через вершины 𝐴 и 𝐵 четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, пересекает
стороны 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 в точках 𝑃 и 𝑄, а диагонали 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 в точках 𝑀 и 𝑁 . Докажите,
что прямые 𝑃𝑄, 𝑀𝑁 и 𝐶𝐷 конкурентны.

125. В выпуклом четырехугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 стороны равны соответственно: 𝐴𝐵 = 10,
𝐵𝐶 = 14, 𝐶𝐷 = 11, 𝐴𝐷 = 5. Найдите угол между его диагоналями.

126. Дан параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷. Вписанные окружности треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶
касаются диагонали 𝐴𝐶 в точках 𝑋 и 𝑌 . Вписанные окружности треугольников 𝐵𝐶𝐷 и
𝐵𝐴𝐷 касаются диагонали 𝐵𝐷 в точках 𝑍 и 𝑇 . Докажите, что если все точки 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑇
различны, то они являются вершинами прямоугольника.

127. Биссектрисы углов 𝐴 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекают описанную около него
окружность в точках 𝐸 и 𝐷 соответственно. Отрезок 𝐷𝐸 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶
соответственно в точках 𝐹 и 𝐺. Пусть 𝐼 — точка пересечения биссектрис треугольника
𝐴𝐵𝐶. Докажите, что четырехугольник 𝐵𝐹𝐼𝐺 — ромб.

128. Биссектриисы 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝐼. Описанные
окружности треугольников 𝐴𝐼𝐶1 и 𝐶𝐼𝐴1 повторно пересекают дуги 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 (не содер-
жащие точек 𝐵 и 𝐴 соответственно) описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках
𝐶2 и 𝐴2 соответственно. Докажите, что прямые 𝐴1𝐴2 и 𝐶1𝐶2 пересекаются на описанной
окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

129. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — основания высот из вершин 𝐴, 𝐵, 𝐶,
точки 𝐶𝐴 и 𝐶𝐵 — проекции 𝐶1 на 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 соответственно. Докажите, что прямая 𝐶𝐴𝐶𝐵

делит пополам отрезки 𝐶1𝐴1 и 𝐶1𝐵1.
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130. (подсказка для задачи 122) В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 вписанная окружность касается
его сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 в точках 𝐶1 и 𝐴1 соответственно. Биссектриса угла 𝐴 пересекает
прямую 𝐴1𝐶1 в точке 𝑋.

Докажите, что ∠𝐴𝑋𝐶 = 90∘.
Сформуируйте и докажите аналогичное утверждение про вневписанную окруж-
ность.

131. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 и прямая 𝑙, касающаяся вписанной в него окружности.
Обозначим через 𝑙𝑎, 𝑙𝑏, 𝑙𝑐 прямые, симметричные 𝑙 относительно биссектрис внешних уг-
лов треугольника. Докажите, что треугольник, образованный этими прямыми, равен тре-
угольнику 𝐴𝐵𝐶.
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