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Упражнения

В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 отмечены центр описанной окружности 𝑂 и точка пересечения высот

(ортоцентр) 𝐻.

1. Лемма 1. Докажите, что ∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐶𝐴𝐻.

2. Лемма 2. Докажите равенство векторов 𝑂𝐻 = 𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶.

Эквивалентно, 𝐴𝐻 = 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶.

3. Восстановите треугольник по данным 𝐴, 𝑂 и 𝐻.

4. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐷. Перпендикуляр, опу-

щенныйиз𝐵напрямую𝐴𝐷, пересекаетописаннуюокружностьтреугольника𝐴𝐵𝐷вточ-

ке 𝐸, отличной от 𝐵. Докажите, что точки 𝐴, 𝐸 и центр описанной окружности 𝑂 тре-

угольника 𝐴𝐵𝐶 лежат на одной прямой.

5. ( a ) Пустьвтреугольнике𝐴𝐵𝐶точка𝑂—центрописанной окружности.Пусть𝐵′ и𝐶′—

образы точек 𝐵 и 𝐶 соответственно при некоторой инверсии с центром в 𝐴. Докажите,

что 𝐴𝑂—прямая, содержащая высоту в треугольнике 𝐴𝐵′𝐶′.

(b ) Пусть в тетраэдре 𝑆𝐴𝐵𝐶 точка𝑂—центр описанной сферы. Пусть 𝐴′, 𝐵′ и 𝐶′ —об-

разы точек 𝐴, 𝐵 и 𝐶 соответственно при некоторой инверсии с центром в 𝑆. Докажите,

что 𝑆𝑂—прямая, содержащая высоту в тетраэдре 𝑆𝐴′𝐵′𝐶′.

Задачи

6. ( a ) Прямые 𝑎 и 𝑏 пересекаются в точке 𝐿. Прямая 𝑎 пересекает окружность𝜔 в точках

𝐴1 и 𝐴2, а 𝑏 пересекает 𝜔 в точках 𝐵1 и 𝐵2. Пусть 𝑅1 — центр описанной окружности

в треугольнике 𝐿𝐴1𝐵1. Докажите, что 𝐿𝑅—высота в треугольнике 𝐿𝐴2𝐵2.

(b ) В условиях предыдущего пункта пусть 𝑂— центр окружности 𝜔. Докажите, что

𝐿𝑅1 = 𝑂𝑅2, где 𝑅2 определяется аналогично 𝑅1.

7. Дан остроугольный треугольник𝐴𝐵𝐶, причем𝐴𝐵 > 𝐴𝐶 и∠𝐵𝐴𝐶 = 60∘. Пусть𝑂—центр

описанной окружности треугольника, а𝐻—ортоцентр. Прямая 𝑂𝐻 пересекает сторо-

ны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Найдите отношение 𝑃𝑂 ∶ 𝐻𝑄.

8. Найдите углы остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶, если известно, что его биссектри-

са𝐴𝐷равна стороне𝐴𝐶иперпендикулярнаотрезку𝑂𝐻, где𝑂—центрописанной окруж-

ности, 𝐻—точка пересечения высот треугольника 𝐴𝐵𝐶.

9. В трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 с основаниями 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 выполнено 𝐴𝐵 = 2𝐶𝐷. Обозначим прямую,

перепендикулярную 𝐶𝐷 и проходящую через точку 𝐶, через 𝑙. Окружность с центром 𝐷

и радиусом 𝐷𝐴 пересекает 𝑙 в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что 𝐴𝑃 перпендикулярна 𝐵𝑄.


