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«Производящая функция является устройством, отчасти напоминающим мешок.
Вместо того чтобы нести отдельно много предметов, что могло бы оказаться

затруднительным, мы собираем их вместе, и тогда нам нужно нести лишь
один предмет — мешок».

Д.Пойа

Определение. Производящей функцией последовательности {𝑎𝑛} называется формальный сте-
пенной ряд:

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3 + . . .

В задачах данного листочка с рядами можно производить любые приемлемые операции без доказа-
тельства корректности этих действий. К примеру, ряды можно складывать, умножать и почленно
дифференцировать.

1. Найдите (в замкнутом виде) производящую функцию последовательности {𝑎𝑛} если:

а) 𝑎𝑛 = 1.
б) 𝑎𝑛 = 𝐶𝑛

𝑚.
в) 𝑎𝑛 = 𝑛.

г*) 𝑎𝑛 = 𝐶𝑚
𝑛 .

2. Найдите производящую функцию последовательности Фибоначчи. (𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1)

3. Напишите (в незамкнутом виде) производящие функции следующих последовательностей:

а) 𝑎𝑘 - число способов разбить число 𝑘 на различные натуральные слагаемые без учета по-
рядка;

б) 𝑏𝑘 - количество способов разбить число 𝑘 на натуральные слагаемые с учетом порядка;
в) 𝑐𝑘 - количество способов разбить число 𝑘 на натуральные слагаемые без учета порядка;
г) 𝑑𝑘 - количество способов разбить число 𝑘 на нечетные натуральные слагаемые без учета

порядка.
д) Докажите, что 𝑎𝑘 = 𝑑𝑘.

4. а) Найдите производящую функцию последовательности {𝑎𝑛}, если 𝑎0 = 𝑎1 = 1, и для любого
натурального 𝑛 > 1 выполнено равенство: 𝑎𝑛 = 3𝑎𝑛−1 − 2𝑎𝑛−2 + (−2)𝑛.

б) Разложите полученную функцию в сумму дробей с линейными знаменателями. Разложив
дроби обратно в ряды, выведите явную формулу для 𝑎𝑛.

5. На доске в клетке (0, 0) стоит король, который умеет ходить только в трёх направлениях:
вверх, вправо и вправо-вверх. 𝑎(𝑚,𝑛) (𝑏(𝑚,𝑛)) - количество траекторий короля, заканчивающихся
в (𝑚,𝑛), имеющих чётное (соответственно нечётное) число ходов вправо-вверх.

а) Найдите производящую функцию 𝐹 (𝑥, 𝑦) последовательности 𝑎(𝑚,𝑛) + 𝑏(𝑚,𝑛).
б) Вычислите явно 𝑎(𝑚,𝑛) − 𝑏(𝑚,𝑛).

6. Найдите количество подмножеств множества {1, 2, . . . , 2000}, сумма элементов которых делится
на а) 4; б) 3.


