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1. 52 бесцветных коттеджа стоят по кругу. Два весёлых маляра по очереди красят их в один из
двух цветов: в зелёный или в фиолетовый. Запрещается, чтобы два соседних коттеджа были
покрашены в один цвет. Проигрывает тот, кто не может ничего покрасить, не нарушив правила.
Кто выигрывает при правильной игре?

2. В ромбе 𝐴𝐵𝐶𝐷 на стороне 𝐵𝐶 отмечена точка 𝑃 , а на прямой 𝐵𝐷 - точки 𝑆, 𝑄. Неожиданно
выяснилось, что 𝐴, 𝐵, 𝑃 , 𝑆 лежат на одной окружности; С , 𝑃 , 𝑆, 𝑄 - тоже. Докажите, что
прямая 𝑃𝑄 проходит через 𝐴.

3. Дано натуральное число 𝑛 и набор различных натуральных чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛, каждое из
которых не превосходит 𝑛2. Докажите, что в множестве попарных разностей этого набора какое-
то ненулевое число встретится не менее трёх раз.

4. Существует ли такая бесконечная последовательность натуральных чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . ., что
для любого натурального 𝑛 выполнено соотношение: 1

𝑎𝑛
= 1

𝑎𝑛+1
+ 1

𝑎𝑛+2
.

5. Инверсией в числовой последовательности будем называть пару элементов 𝑎, 𝑏, таких что 𝑎 > 𝑏
и 𝑎 стоит левее, чем 𝑏. 𝑘 - целое неотрицательное число, 𝑛 = 4𝑘 + 3. Сколько существует
перестановок набора чисел 1, 2, . . . , 𝑛, в которых количество инверсий кратно 2𝑛?

6. В равнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 = 𝐴𝐶) провели такую чевиану 𝐴𝑋, что радиус
вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝑋 окружности равен радиусу вневписанной в треугольник 𝐴𝐶𝑋
окружности, касающейся отрезка 𝐶𝑋. Докажите, эти радиусы равны четверти длины высоты
треугольника 𝐴𝐵𝐶, опущенной на боковую сторону.

7. Из Ленинграда в Москву поочерёдно выходят путники, на каждом из которых сидит своя муха.
Все путники идут с постоянными различными скоростями; для любой пары путников известно,
что более медленный из них вышел из Ленинграда раньше, но пришёл в Москву позже. Когда
два путника встречаются, мухи на них меняются местами (никакие три путника не встречаются
вместе одновременно). Докажите, что какая-то муха побывает на всех путниках.


