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Äâå òî÷êè A è B íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω(O,R), åñëèOA·OB = R2.

1. (a) Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ñîïðÿæ¼ííûõ äàííîé òî÷êå A � ïðÿìàÿ a, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé
OA. Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè A. Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ïðÿìîé a.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O åñòü ïîëþñ, è òîëüêî îäèí.

2. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) Åñëè òî÷êàA ëåæèò âíå îêðóæíîñòè, òî å¼ ïîëÿðà ñîäåðæèò òî÷êè êàñàíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ,
ïðîâåä¼ííûõ ê ω ÷åðåç òî÷êó A.

(b) Åñëè òî÷êà B ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, òî å¼ ïîëÿðà íå ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü.

(c) Åñëè òî÷êà C ëåæèò íà îêðóæíîñòè, òî å¼ ïîëÿðà êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè è ïðîõîäèò ÷åðåç C.

3. Ñâîéñòâî âçàèìíîñòè. Åñëè òî÷êà A ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè B, òî òî÷êà B ëåæèò íà ïîëÿðå
òî÷êè A.

4. Äàíû îêðóæíîñòü ω è ïðÿìàÿ l, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. Èç òî÷êè P, äâèæóùåéñÿ ïî ïðÿìîé l
ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëüíûå PA è PB ê ω. Äîêàæèòå, ÷òî âñå õîðäû AB èìåþò îáùóþ òî÷êó.

5. ×åðåç òî÷êó P ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå ñåêóùèå äàííîé îêðóæíîñòè S. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè S, ïðîâåä¼ííûõ â äâóõ òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèå
îêðóæíîñòè ñ ñåêóùåé.

6. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B, ïðè÷åì öåíòð O îêðóæíîñòè ω1 ëåæèò íà ω2.
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O, ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB â òî÷êå P, à îêðóæíîñòü ω2 â òî÷êå
C. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè C îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω1.

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1 è BB1, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå H. Ïðÿìàÿ A1B1 ïå-
ðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç H äåëèò AB ïîïîëàì.

8. (a) Äàíà îêðóæíîñòü ω è òî÷êà P âíå íå¼. Èç P ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå PA è PB è äâå ñåêóùèå,
ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ X1, X2 è Y1, Y2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ X1Y1 è X2Y2 ëåæèòå íà ïðÿìîé AB.

(b) ×åðåç òî÷êó P ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû ñåêóùèõ AB è CD îêðóæíîñòè S (A,B,C,D �
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ AC è BD.

(c) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïðèíàäëåæèò ïîëÿðå òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.

(d) Äàíà òî÷êà A è îêðóæíîñòü ω. Ïîñòðîéòå êàñàòåëüíóþ ê ω, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A, îäíîé
ëèíåéêîé.

9. Äàí òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îêðóæíîñòü, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ àâòîïîëÿðíûì (åãî âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ïîÿðàìè ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû). Ïîñòðîéòå ýòó îêðóæíîñòü.

10. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îäíîé îêðóæíîñòè òîëüêî òîãäà ñîïðÿæåíû
îòíîñèòåëüíî äðãîé, êîãäà ýòè îêðóæíîñòè îðòîãîíàëüíû.

11. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà ABC, H � åãî îðòîöåíòð. Äîêàæèòå, ÷òî

4 ·MC ·MH = AB2.


