
31 îêòÿáðÿ 2013. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p (p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå a, ÷òî a2 ≡ r(mod p). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå r íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì.

1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ:

à) ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . (p− 1) ïîðîâíó âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ;
á) åñëè r1 è r2 � âû÷åòû, òî r1r2 òîæå âû÷åò;
â) åñëè r1 � âû÷åò, à r2 � íåâû÷åò, òî r1r2 � íåâû÷åò;
ã) åñëè r1 è r2 � íåâû÷åòû, òî r1r2 � âû÷åò.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìâîëîì Ëåæàíäðà âû÷åòà a ïî ìîäóëþ p íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(
a

p

)
, ðàâíîå 0, åñëè a äåëèòñÿ

íà p; ðàâíîå 1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò; è �1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò.

2. Äîêàæèòå, ÷òî

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

3. Ðåøèòå äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p ñðàâíåíèå x2 + 1 ≡ 0 (mod p), åñëè à) p = 4k + 3; á) p = 4k + 1 äëÿ k ∈ Z.
4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a2 + b2

... p , ãäå p = 4k + 3 � ïðîñòîå, òî a è b äåëÿòñÿ íà p.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

6. à) Ëåììà Òóý. Ïóñòü n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ
n, ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå x 6

√
n, y 6

√
n, ÷òî ay ≡ ± x (mod n).

á) Ïðè ïîìîùè ëåììû Òóý äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ
òî÷íûõ êâàäðàòîâ.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, òàêæå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â òàêîì âèäå.

á) Êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, à êàêèå � íåò?

8. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 4xy − x− y = z2.

9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi è yi çàäàíû x1 = 1, y1 = 100, xn+1 = x237
n + yn, yn+1 = y237n + xn. Äîêàæèòå, ÷òî íè

ïðè êàêîì n ÷èñëî xnyn íå äåëèòñÿ íà 239.
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