
3 îêòÿáðÿ 2013. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ.

1. à) Ïóñòü 0 < a < a′ < b′ < b è a+ b = a′+ b′ = S. Äîêàæèòå, ÷òî ab < a′b′. (Òî åñòü, ñáëèæàÿ äâà ÷èñëà

ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé, èõ ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ.)

á) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn:

x1 + x2 + . . .+ xn

n
> n
√
x1x2 . . . xn .

â) Äîêàæèòå åãî æå ïî èíäóêöèè: ïðîâåðüòå áàçó, íàó÷èòåñü ïåðåõîäèòü îò n ê 2n è íàó÷èòåñü ñïóñ-

êàòüñÿ îò m ê m − 1 (äëÿ ýòîãî ïîäñòàâüòå âìåñòî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå âñåõ

îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ).

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñáëèæàÿ äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé, ñóììà èõ êâàäðàòîâ

óìåíüøàåòñÿ.

á) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì äëÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn: √
x21 + x22 + . . .+ x2n

n
>

x1 + x2 + . . .+ xn

n
.

â) Äîêàæèòå åãî æå âðó÷íóþ, âîçâåäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñáëèæàÿ äâà ÷èñëà ñ ïîñòîÿííûì ïðîèçâåäåíèåì, èõ ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí

óìåíüøàåòñÿ.

á) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì ãàðìîíè÷åñêîì äëÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn:

n
√
x1x2 . . . xn >

n

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn

.

â) Äîêàæèòå åãî æå, èñïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì.

4. Ïóñòü ñóììà äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b ôèêñèðîâàíà. Êàê èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

ïðè ñáëèæåíèè a è b: à)
1

a
+

1

b
; á)

√
a+
√
b ; â) an + bn ?

5. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
a6 + b9

4
> 3a2b3 − 16.

6. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b äîêàæèòå íåðàâåíñòâî 2
√
a+ 3 3

√
b > 5 5

√
ab.

7. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a äîêàæèòå íåðàâåíñòâî a40 +
1

a16
+

2

a4
+

4

a2
+

8

a
> 16.

8. Äîêàæèòå, ÷òî
√
a+ 1 +

√
2a− 3 +

√
50− 3a 6 12. Äîñòèãàåòñÿ ëè ðàâåíñòâî?

9. Äîêàæèòå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b íåðàâåíñòâî 2
a+b
√
a2bb2a 6 a2 + b2.

10. Ñåéô èìååò ôîðìó ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïåðåäíÿÿ è çàäíÿÿ ñòåíêè ñåéôà èçãîòîâëåíû èç ìàòåðèàëà,

êîòîðûé â 8 ðàç äîðîæå ìàòåðèàëà áîêîâûõ ñòåíîê. Êàêîé äîëæíà áûòü ôîðìà ñåéôà, ÷òîáû ïðè çàäàííîì

îáú¼ìå ñòîèìîñòü ìàòåðèàëà áûëà íàèìåíüøåé?


