
23 ñåíòÿáðÿ 2013. Íà÷èíàåì ñ ðàçíîáîÿ.

1. Íà ñòîëå ëåæàò 2007 êó÷åê, ñíà÷àëà â êàæäîé êó÷êå ïî îäíîìó îðåõó. Êàæäûì õîäîì Ïåòÿ áåð¼ò òðè

êó÷êè, â êîòîðûõ ïîðîâíó îðåõîâ è îáúåäèíÿåò èõ â îäíó. ×åðåç ñêîëüêî õîäîâ ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ýòî

èíòåðåñíîå çàíÿòèå? (Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà íèêàêèå êó÷êè óæå íåëüçÿ îáúåäèíèòü.)

2. Íàéäèòå âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà {an − 1, an + 1} , ãäå a, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, n > 1.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè a1 = 1, an+1 =
an

1 + nan
ïðè n > 1. Íàéäèòå a2013.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëü AC äåëèò äèàãîíàëü BD ïîïîëàì. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé îò òî÷êè âíóòðè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äî åãî ñòîðîí áóäåò íàèáîëüøèì, åñëè ýòà

òî÷êà � ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC.

5. Ïóñòü f(x) = x3 − x, g(x) = x3 − 3x2 + 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ a è b, ñóììà
êîòîðûõ íå ðàâíà 0, ìíîãî÷ëåí af(x) + bg(x) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.

6. Â ñòðàíå 100 äîðîã (êàæäàÿ ñîåäèíÿåò ðîâíî 2 ãîðîäà) è èç ëþáûõ òð¼õ äîðîã ìîæíî âûáðàòü äâå,

êîòîðûå íå âûõîäÿò èç îäíîãî ãîðîäà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ 40 äîðîã, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå

âûõîäÿò èç îäíîãî ãîðîäà.

7. Ïîëîæèòåëüíûå x, y, z òàêîâû, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè ëþáûõ äâóõ èç íèõ ìåíüøå 2. Äîêàæèòå íåðà-

âåíñòâî
√
xy + 1 +

√
yz + 1 +

√
zx+ 1 > x+ y + z.

8. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè X è Y , Z è T , U è V ñîîòâåòñòâåííî.

Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè XY ZT , ZTV U è XY V U � âïèñàííûå. Äîêàæèòå, ÷òî øåñòèóãîëüíèê

XY ZTUV òîæå âïèñàííûé.
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