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Эллипс - геометрическое место точек 𝑋 плоскости, для которых выполнено 𝐹1𝑋 + 𝐹2𝑋 = 𝑑, где
𝐹1, 𝐹2 - данные точки плоскости, называемые фокусами, а 𝑑 - некоторое число, превосходящее длину
отрезка 𝐹1𝐹2. Касательной к эллипсу будем называть любую прямую, имеющую с ним ровно одну
общую точку.

1. а. На плоскости даны две различные точки 𝐹1, 𝐹2 и прямая, через них не проходящая. Ис-
следуйте на монотонность функцию 𝐹1𝑋 + 𝐹2𝑋, найдите все её максимумы и минимумы
(𝑋 - произвольная точка прямой).

б. Докажите, что внутренность эллипса (т.е. все точки, для которых 𝐹1𝑋 + 𝐹2𝑋 ≤ 𝑑) -
выпуклое множество.

в. Докажите, что касательная, проходящая через произвольную точку 𝑋 эллипса с фокусами
𝐹1, 𝐹2, существует, единственна и является внешней биссектрисой угла 𝐹1𝑋𝐹2.

г. 𝑌 - точка вне эллипса с фокусами 𝐹1, 𝐹2. Докажите, что минимум расстояния от 𝑌 до
некоторой точки эллипса 𝑋 существует и достигается, когда ∠𝐹1𝑋𝑌 = ∠𝐹2𝑋𝑌 .

2. В остроугольном треугольника 𝐴𝐵𝐶 сторона 𝐵𝐶 - наименьшая. На этой стороне зафикси-
рована точка 𝐷. Циркулем и линейкой постройте такие точки 𝐵1, 𝐶1 на сторонах 𝐴𝐶, 𝐴𝐵
соответственно, чтобы периметр треугольника 𝐷𝐵1𝐶1 был минимальным.

3. Докажите, что в треугольнике радиус описанной окружности не меньше удвоенного радиуса
вписанной.

4. Внутри правильного треугольника 𝐴𝐵𝐶 со стороной 1 расположена точка 𝑃 . Докажите, что
𝐴𝑃 +𝐵𝑃 + 𝐶𝑃 ≤ 2.

5. (Точка Торричелли) Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶, все углы которого меньше 120∘.

а. Постройте с помощью циркуля и линейки такую точку 𝑃 , чтобы она находилась внутри
треугольника и его стороны из этой точки были видны под равными углами.

б. Докажите, что минимум величины 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋 + 𝐶𝑋, где 𝑋 - произвольная точка внутри
треугольника, достигается при 𝑋 = 𝑃 .

6. Внутри остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 площади 𝑆 отмечена точка 𝑋. Докажите неравен-
ство: (𝐴𝑋 +𝐵𝑋 + 𝐶𝑋)2 ≥ 4

√
3𝑆.

7. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 сторона 𝐵𝐶 - наименьшая. 𝐵1, 𝐶1 - произвольные точ-
ки на сторонах 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 соответственно. Докажите, что длина ломанной 𝐵𝐵1𝐶1𝐶 не меньше
удвоенной длины отрезка 𝐵𝐶.


