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1. Докажите, что найдется такое натуральное число 𝑛 > 1, что произведение некоторых 𝑛 по-
следовательных натуральных чисел равно произведению некоторых 𝑛+100 последовательных
натуральных чисел.

2. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность 𝜔 касается сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1

соответственно. На продолжении отрезка 𝐴𝐴1 за точку 𝐴 взята точка 𝐷 такая что 𝐴𝐷 = 𝐴𝐶1.
Прямые 𝐷𝐵1 и 𝐷𝐶1 пересекают второй раз окружность 𝜔 в точках 𝐵2 и 𝐶2. Докажите, что
𝐵2𝐶2 - диаметр окружности 𝜔.

3. У Кости было два набора по 17 монет: в одном наборе все монеты настоящие, а в другом наборе
ровно 5 фальшивых (все монеты выглядят одинаково; все настоящие монеты весят одинаково,
все фальшивые тоже весят одинаково, но неизвестно, легче или тяжелее настоящих). Один из
наборов Костя отдал другу, а впоследствии забыл, какой именно из двух наборов у него остался.
Может ли Костя при помощи двух взвешиваний на чашечных весах без гирь выяснить, какой
именно из двух наборов он отдал?

4. Положительные числа 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥2009 удовлетворяют равенствам 𝑥2
1−𝑥1𝑥2+𝑥2

2 = 𝑥2
2−𝑥2𝑥3+𝑥2

3 =
𝑥2
3 − 𝑥3𝑥4 + 𝑥2

4 = . . . = 𝑥2
2008 − 𝑥2008𝑥2009 + 𝑥2

2009 = 𝑥2
2009 − 𝑥2009𝑥1 + 𝑥2

1. Докажите, что числа
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥2009 равны.

5. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 касаются внешним образом в точке 𝑂. Точки 𝐴 и 𝐵 на окружности 𝜔1

и точки 𝐶 и 𝐷 на окружности 𝜔2 таковы, что 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 - общие внешние касательные к
окружностям. Прямая 𝐴𝑂 пересекает отрезок 𝐶𝐷 в точке 𝑀 , а прямая 𝐶𝑂 пересекает вторично
окружность в точке 𝑁 . Докажите, что точки 𝐵, 𝑀 и 𝑁 лежат на одной прямой.

6. На вечеринке компанию из 20 человек требуется усадить за 4 стола. Рассадка называется удач-
ной, если любые два человека, оказавшиеся за одним столом, являются друзьями. Выяснилось,
что удачные рассадки существуют, причем при любой удачной рассадке за каждым столом
сидят ровно по 5 человек. Каково наибольшее возможное количество пар друзей в этой компа-
нии?

7. Прямые, касающиеся окружности 𝜔 в точках 𝐵 и 𝐷, пересекаются в точке 𝑃 . Прямая, про-
ходящая через 𝑃 , высекает на окружности хорду 𝐴𝐶. Через произвольную точку отрезка 𝐴𝐶
проведена прямая, параллельная 𝐵𝐷. Докажите, что она делит длины ломаных 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶
в одинаковых отношениях.

8. Существуют ли три попарно различных ненулевых целых числа, сумма которых равна нулю,
а сумма тринадцатых степеней которых является квадратом некоторого натурального числа?

9. Назовём лестницей высоты 𝑛 фигуру, состоящую из всех клеток квадрата 𝑛× 𝑛, лежащих не
выше диагонали (на рисунке показана лестница высоты 4). Сколькими различными способами
можно разбить лестницу высоты n на несколько прямоугольников, стороны которых идут по
линиям сетки, а площади попарно различны?


