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Радикальные оси
1. На гипотенузе 𝐴𝐵 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 нашлись такие точки𝑀 и 𝑁,

что 𝐵𝑀 = 𝑀𝑁 и 𝐵𝐶 = 𝐶𝑁. Из точки 𝐴 к окружности 𝜔1 (c центром 𝑀 и радиусом
𝑀𝐶) и к окружности 𝜔2 (с диаметром𝑀𝑁) проведены касательные 𝐴𝐾1 и 𝐴𝐾2 соот-
ветственно (𝐾1 и 𝐾2 — точки касания). Докажите, что 𝐴𝐾1 = 𝐴𝐾2.

2. Окружность, вписанная в угол с вершиной𝑂, касается его сторон в точках𝐴 и 𝐵. Луч
𝑂𝑋 пересекает эту окружность в двух точках 𝐶 и 𝐷 так, что 𝑂𝐶 = 𝐶𝐷 = 1. Если𝑀—
точка пересечения луча 𝑂𝑋 и отрезка 𝐴𝐵, то чему равна длина отрезка 𝑂𝑀?

3. Точка 𝑀 лежит на диаметре 𝐴𝐵 окружности 𝜔, причем не совпадает с ее центром.
По одну сторону от диаметра на окружности взяты точки 𝑃 и 𝑄 так, что отрезки 𝑃𝑀
и 𝑄𝑀 образуют равные углы с диаметром. Докажите, что все прямые 𝑃𝑄 проходят
через одну точку.

4. Диагонали 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 выпуклого четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑀.
Оказалось, что𝑀𝐴 ⋅ 𝑀𝐶 +𝑀𝐴 ⋅ 𝐶𝐷 = 𝑀𝐵 ⋅ 𝑀𝐷. Докажите, что ∠𝐴𝐶𝐷 = 2∠𝐴𝐵𝐷.

5. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены высоты 𝐴𝐻𝑎 и 𝐵𝐻𝑏. Прямая 𝐻𝑎𝐻𝑏
пересекает описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄. Точка 𝐴′ сим-
метрична точке 𝐴 относительно 𝐵𝐶, точка 𝐵′ симметрична точке 𝐵 относительно
𝐴𝐶. Докажите, что точки 𝐴′, 𝐵′, 𝑃 и 𝑄 лежат на одной окружности.

6. 𝐴𝐵𝐶𝐷 - равнобедренная трапеция с основаниями 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶. Некоторая окружность
касается отрезков 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 и пересекает отрезок 𝐵𝐶 в точках 𝑀 и 𝑁. Точки 𝑋 и 𝑌
— ближайшие к 𝐷 точки пересечения вписанной окружности треугольника 𝐵𝐶𝐷 с
прямыми 𝐷𝑀 и 𝐷𝑁 соответственно. Докажите, что прямая 𝑋𝑌 параллельна 𝐴𝐷.


