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Комплексные числа в геометрии

Некоторые полезные факты про геометрию в комплексных числах:
• Если 𝐴 и 𝐵 имеют координаты 𝑎 и 𝑏, то вектор 𝐴𝐵 будет иметь координаты
(𝑏 − 𝑎);

• Любому вектору можно сопоставить комплексную координату. При сло-
жении векторов их координаты складываются.

• При умножении комплексных чисел аргументы складываются, а модули
перемножаются.

• Уравнение окружности с центром в комплексной точке 𝑧0 и радиусом 𝑅
записывается как 𝑅2 = |𝑧 − 𝑧0|2 или же 𝑧𝑧 + 𝑧0𝑧0 − 𝑧𝑧0 − 𝑧0𝑧.

1. Точки 𝐴 и 𝐵 имеют координаты 𝑎 и 𝑏, соответственно. Найдите координаты точки
𝐾, делящей отрезок 𝐴𝐵 (a) пополам; (b) в отношении 𝑎1 ∶ 𝑏1.

2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с координатами вершин 𝑎, 𝑏, 𝑐 посчитайте координаты точки
пересечения медиан.

3. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – точки на комплексной плоскости с координатами 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑. Пока-
жите, что аргумент числа 𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑐 совпадает с углом между векторами 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 (угол
считается против часовой стрелки).

4. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – точки на комплексной плоскости с координатами 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑. Пока-
жите, что:
(a) 𝐴𝐵||𝐶𝐷 тогда и только тогда, когда 𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑐 ∈ ℝ;

(b) 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 тогда и только тогда, когда 𝑏 − 𝑎
𝑑 − 𝑐 ∈ 𝑖ℝ.

5. (a) Докажите, что точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 лежат на одной прямой, когда 𝑏 − 𝑎
𝑎 − 𝑐 ∈ ℝ;

(b) Выведите из предыдущего пункта уравнение прямой, проходящей через точки
𝐴 и 𝐵.

6. Покажите, что четыре комплексные точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 лежат на одной окружности
или на одной прямой тогда и только тогда, когда 𝑎 − 𝑏

𝑏 − 𝑐 ∶
𝑎 − 𝑑
𝑑 − 𝑐 ∈ ℝ.

7. (a) Втреугольнике𝐴𝐵𝐶 с координатами𝑎, 𝑏, 𝑐 вершинылежатна единичнойокруж-
ности с центром в нуле. Докажите, что координаты ортоцентра 𝐻— 𝑎 + 𝑏 + 𝑐.
(b) Докажите, что в произвольном треугольнике𝐴𝐵𝐶 точки𝑂,𝑀,𝐻 лежат на одной
прямой, причем 𝑂𝑀 = 2𝑀𝐻.


