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Комплексные числа
Комплексным числом называется число вида 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, где символ 𝑖 удо-
влетворяет условию 𝑖2 = −1 и числа 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. Арифметические действия над
комплексными числами осуществляются так же, как и над вещественными, с
учетом условия на 𝑖.

Множество всех комлексных чисел обозначется за ℂ. Число 𝑖 называютмнимой
единицей, а числа 𝑎, 𝑏 – действительной и мнимой частью комплексного числа
и обозначаются как a = Re z, b = Im z.

1. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ. Докажите, что:
(a) 𝑥 + 𝑦, 𝑥𝑦 ∈ ℂ;
(b) 𝑥

𝑦 ∈ ℂ, если 𝑦 ≠ 0.

2. Решите уравнения в комплексных числах:
(a) 𝑥2 + 16 = 0;
(b) 𝑥2 − 𝑥(2𝑖 + 2) + (2𝑖 − 1) = 0;
(c) 𝑥3 − 1 = 0.

Числа 𝑎 + 𝑖𝑏 и 𝑎 − 𝑖𝑏 называются сопряженными. Число, сопряженное к числу
𝑧, обозначается как 𝑧.
Модулем комлексного числа 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 называется число |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2.

3. (a) Докажите, что 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦, 𝑥/𝑦 = 𝑥/𝑦, 𝑥𝑛 = (𝑥)𝑛

(b) Re𝑧 = 𝑧 + 𝑧
2 , Im𝑧 = 𝑧 − 𝑧

2𝑖 , 𝑧𝑧 = |𝑧|2.

4. Докажите, что если 𝑧 ∈ ℂ является корнем многочлена с рациональными коэфици-
ентами, то и 𝑧 является его корнем.

Рассмотрим плоскость с обычными декартовыми координатами. Тогда каждому
комплексному числу 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 можно сопоставить точку плоскости с коорди-
натами (𝑎, 𝑏). Поэтому все комплексные числа можно воспринимать как точки
плоскости. Такое представление называется комплексной плоскостью.

Полезно бывает подумать о комплексных числах геометрически.

5. Изобразите на комплексной плоскости множество точек
(a) |𝑧| = 1; (b) |𝑧 − 2𝑖 − 3| = 2.

6. Покажите, что |𝑧1| + |𝑧2| ⩾ |𝑧1 + 𝑧2|.



7. Про три комплексных числа известно, что |𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3| = 0 и
|𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1. Докажите, что на комплексной плоскости эти точки образуют
равносторонний треугольник.


