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Неравенства о средних для 𝑛 переменных

Для любых положительных чисел 𝑎 и 𝑏 справедливы неравенства:

√
𝑎21 + … + 𝑎2𝑛

𝑛 ⩾ 𝑎1 + … + 𝑎𝑛
𝑛 ⩾ 𝑛√𝑎1 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑛 ⩾

𝑛
1
𝑎1
+ … + 1

𝑎𝑛

,

каждое из неравенств обращается в равенство, только когда все переменные равны.

1. Докажите, что для положительных чисел выполнены неравенства:
(a) 𝑎

𝑏 +
𝑏
𝑐 +

𝑐
𝑎 ⩾ 3;

(b) 1
𝑥𝑦𝑧

+ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩾ 4;
(c) 𝑎4 + 𝑏4 + 2𝑐2 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

2. Докажите, что для положительных чисел выполнено:

(𝑥1 + … + 𝑥𝑛)(
1
𝑥1

+ … + 1
𝑥𝑛

) ⩾ 𝑛2.

3. Докажите, что для положительных чисел выполнены неравенства:
(a) 𝑎 + 𝑏

𝑐 + 𝑎 + 𝑐
𝑏 + 𝑐 + 𝑏

𝑎 ⩾ 6;
(b) ( 𝑎+2𝑏

𝑐
)2 + ( 𝑐+2𝑎

𝑏
)2 + ( 𝑏+2𝑐

𝑎
)2 ⩾ 27.

4. Докажите, что для положительных чисел верны неравенства:
(a) 1

𝑎 + 𝑏 +
1

𝑏 + 𝑐 +
1

𝑐 + 𝑎 ⩾ 9
2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ;

(b) 𝑐
𝑎 + 𝑏 +

𝑎
𝑏 + 𝑐 +

𝑏
𝑐 + 𝑎 ⩾ 3

2 .

5. Для вещественных чисел 𝑥0 > 𝑥1 > … > 𝑥𝑛 докажите:

𝑥0 +
1

𝑥0 − 𝑥1
+ 1
𝑥1 − 𝑥2

+ … 1
𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛

⩾ 𝑥𝑛 + 2𝑛


