
Èíäóêöèÿ. Âåðíî èëè íåò?

Â êàæäîé èç íàïèñàííûõ çàäà÷ íóæíî ïîíÿòü âåðíîå ýòî ðàññóæäåíèå èëè íåò è íàéòè îøèáêó â ðàññóæäåíèè,
åñëè îíî íåâåðíî.

1. Óòâåðæäåíèå. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëà n è n+1 ðàâíû. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ n = k, òî åñòü k = k + 1. Ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà åäèíèöó, ïîëó÷àåì,
÷òî k + 1 = k + 2. Ðàññóæäàÿ òàê äàëüøå, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû.

2. Äîêàæåì, ÷òî âñå ëîøàäè îäíîé ìàñòè.
Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ëîøàäåé â ïîäìíîæåñòâå. Áàçà èíäóêöèè. Ëþáàÿ ëîøàäü îäíîé ìàñòè � âåðíî.
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ k ëîøàäåé. Ò.å. äîêàçàíî, ÷òî ëþáûå k ëîøàäåé îäíîé ìàñòè.
Ðàññìîòðèì (k + 1)-þ ëîøàäü. Åñëè èç ýòîãî ìíîæåñòâà ëîøàäåé óâåñòè îäíó ëîøàäü (ëþáóþ!), òî èõ
îñòàíåòñÿ ðîâíî k. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ îíè âñå îäíîé ìàñòè. Çàìåíèì îäíó èç îñòàâøèõñÿ
ëîøàäåé íà óâåäåííóþ ðàíåå. Òîãäà ñíîâà èìååì ðîâíî k ëîøàäåé îäíîé ìàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå k + 1
ëîøàäåé îäíîé ìàñòè. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3. Íà äîñêå íàïèñàíû äâà ÷èñëà 1,1. Âïèñàâ ìåæäó ÷èñëàìè èõ ñóììó, ìû ïîëó÷èì ÷èñëà 1,2,1. Ïîâòîðèâ ýòó
îïåðàöèþ åù¼ ðàç, ïîëó÷èì ÷èñëà 1,3,2,3,1. Ïîñëå òð¼õ îïåðàöèé áóäóò ÷èñëà 1,4,3,5,2,5,3,4,1. Êàêîâà áóäåò
ñóììà âñåõ ÷èñåë íà äîñêå ïîñëå 100 îïåðàöèé?
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ 100 îïåðàöèé íàì íå õâàòèò íè ìåñòà, íè âðåìåíè. Çíà÷èò, íóæíî
ïûòàòüñÿ íàéòè êàêóþ-òî îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ÷èñåë ïîñëå n îïåðàöèé (îáîçíà÷èì å¼ Sn ). Ïîñìîòðèì

íà òàáëèöó:

n Sn

0 2
1 4
2 10
3 28
4 82

Õî÷åòñÿ ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóììà ïîñëå n îïåðàöèé ðàâíà Sn = 3n + 1. Áàçîé áóäåò ñëóæèòü
òàáëèöà. Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü Sn−1 = 3n−1 + 1, íàéäåì Sn. Êàæäîå ñòàðîå ÷èñëî (êðîìå äâóõ êðàéíèõ
åäèíèö) âõîäèò òåïåðü â íîâóþ ñóììó òðè ðàçà, ïîýòîìó íîâàÿ ñóììà ðàâíà Sn = 3Sn−1−2 = 3n+3−2 = 3n+1
(ìû âû÷ëè 2, ÷òîáû ó÷åñòü íåäîñòàþùèå åäèíèöû). Íàøà ôîðìóëà äîêàçàíà. Èç íå¼ âèäíî, ÷òî ïîñëå ñòà
îïåðàöèé ñóììà âñåõ ÷èñåë íà äîñêå (õîòÿ, ÷åñòíî ãîâîðÿ, îíè óæå âðÿä ëè ïîìåñòÿòñÿ íà äîñêå) áóäåò ðàâíà
3100 + 1.

4. Óòâåðæäåíèå. Â ëþáîì ãðàôå ñ n > 2 âåðøèíàìè è n ð¼áðàìè îáÿçàòåëüíî åñòü òðè âåðøèíû, ïîïàðíî
ñîåäèí¼ííûå ð¼áðàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 3 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå ñ k > 3 âåðøèíàìè è
k ð¼áðàìè îáÿçàòåëüíî åñòü òðè âåðøèíû, ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûå ð¼áðàìè. Äîáàâèì åù¼ îäíó âåðøèíó è
ñîåäèíèì ðåáðîì äâå íåñîåäèí¼íûå ðàíåå âåðøèíû. Ïîëó÷èì ãðàô ñ k + 1 âåðøèíàìè è k + 1 ð¼áðàìè è â
í¼ì åñòü òðè âåðøèíû ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûå ð¼áðàìè.

5. Óòâåðæäåíèå. Õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è Fn è Fn+1 íå äåëèòñÿ íà 7.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 î÷åâèäíî. Øàã èíäóêöèè: åñëè ýòî íå òàê è îáà ÷èñëà Fn è Fn+1 äåëÿòñÿ íà 7,
òî è ïðåäûäóùåå ÷èñëî Fn−1 = Fn+1 − Fn äåëèòñÿ íà 7, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

6. Óòâåðæäåíèå. Åñëè max(a, b) = n, ãäå a è b íàòóðàëüíûå, òî a = b.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1: åñëè max(a, b) = 1, òî a = b = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè max(a, b) = k, òî
a = b. Ïóñòü òåïåðü max(a, b) = k + 1. Òîãäà max(a − 1, b − 1) = k, çíà÷èò, a − 1 = b − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
a = b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

7. Óòâåðæäåíèå. Ëþáûå n òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 ýòî ÿñíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáûå k òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è äîêàæåì,
÷òî ëþáûå k + 1 òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå k + 1 òî÷åê A1, A2, . . . , Ak, Ak+1

. Îòáðîñèì ïîñëåäíþþ òî÷êó è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîëó÷èì ïðÿìóþ l, íà êîòîðîé ëåæàò

òî÷êè A1, A2, . . . , Ak . Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî è ïîñëåäíÿÿ òî÷êà Ak+1 ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé. Îòáðîñèì
ïåðâóþ òî÷êó è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê òî÷êàì A2, A3, ..., Ak+1 . Ïîëó÷èì, ÷òî îíè âñå ëåæàò
íà íåêîòîðîé ïðÿìîé l0 . Íî ïðÿìûå l è l0 ñîâïàäààþò, òàê êàê îáå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè A2 è Ak , à êàê
èçâåñòíî, ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ. Ïîýòîìó âñå k + 1 òî÷åê ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

8. Óòâåðæäåíèå. Ïðè ðàçáèåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà íà n > 2 ïðÿìîóãîëüíèêîâ âñåãäà íàéäóòñÿ äâà, ó êîòîðûõ
ñîâïàäàþò äâå âåðøèíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà íà
k > 2 ïðÿìîóãîëüíèêîâ âñåãäà íàéäóòñÿ äâà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò äâå âåðøèíû. Ðàçäåëèì êàêîé-íèáóäü
ïðÿìîóãîëüíèê íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Òîãäà ýòè ó ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò äâå âåðøèíû.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèò íà k+ 1 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñðåäè êîòîðûõ åñòü äâà,
ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò äâå âåðøèíû.

9. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè, òàê èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò õîòÿ áû îäíà äîðîãà.
Äîêàæåì, òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ãîðîäîâ â ñòðàíå. Áàçà èíäóêöèè. Åñëè ãîðîäîâ 2, òî ïî óñëîâèþ
îíè äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü äëÿ n ãîðîäîâ âñå äîêàçàíî. Äîáà-
âèì n+1-é ãîðîä. Ïî óñëîâèþ èç ýòîãî ãîðîäà âåäåò äîðîãà â îäèí èç ñòàðûõ n ãîðîäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äî
íåãî ìîæíî äîåõàòü â îäèí èç ñòàðûõ ãîðîäîâ, à îòòóäà óæå äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

10. Íà êðàþ ïóñòûíè èìååòñÿ áîëüøîé çàïàñ áåíçèíà è ìàøèíà, êîòîðàÿ ïðè ïîëíîé çàïðàâêå ìîæåò ïðîåõàòü
50 êèëîìåòðîâ. Èìåþòñÿ (â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå) êàíèñòðû, â êîòîðûå ìîæíî ñëèâàòü áåíçèí èç áåí-
çîáàêà ìàøèíû è îñòàâëÿòü íà õðàíåíèå (â ëþáîé òî÷êå ïóñòûíè). Äîêàçàòü, ÷òî ìàøèíà ìîæåò ïðîåõàòü
ëþáîå ðàññòîÿíèå. (Êàíèñòðû ñ áåíçèíîì âîçèòü íå ðàçðåøàåòñÿ, ïóñòûå ìîæíî âîçèòü â ëþáîì êîëè÷å-
ñòâå.)
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ìû íå òîëüêî ìîæåì ïðîåõàòü n êèëîìåòðîâ, íî è ìîæåì ñäåëàòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé çàïàñ áåíçèíà â òî÷êå íà ðàññòîÿíèè n êèëîìåòðîâ îò êðàÿ ïóñòûíè, îêàçàâøèñü â
ýòîé òî÷êå ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðåâîçîê. Áàçà èíäóêöèè (n = 1). Ðåéñ íà ðàññòîÿíèå 1 è îáðàòíî òðåáóåò
2 åäèíèö áåíçèíà (áóäåì íàçûâàòü åäèíèöåé êîëè÷åñòâî áåíçèíà íà êèëîìåòð ïóòè), ïîýòîìó ìû ìîæåì
îñòàâèòü 48 åäèíèö áåíçèíà â õðàíèëèùå (íà ðàññòîÿíèè êèëîìåòðà îò êðàÿ) è âåðíóòüñÿ çà íîâîé ïîðöèåé.
(Îñòîðîæíûé ÷åëîâåê îñòàâëÿë áû ÷óòü ìåíüøå � ñêàæåì, 47 åäèíèö, � ÷òîáû íå âîçâðàùàòüñÿ ñ ñîâñåì
óæ ïóñòûì áàêîì.) Íî òàê èëè èíà÷å, çà íåñêîëüêî ðåéñîâ â õðàíèëèùå ìîæíî ñäåëàòü çàïàñ ïðîèçâîëüíîãî
ðàçìåðà, êàêîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ. (Ïðè ýòîì ¾êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ¿ ñîñòàâëÿåò 48/50: ÷òîáû
ñîçäàòü 48 åäèíèö çàïàñà, ìû ðàñõîäóåì 50 åäèíèö.)
Øàã èíäóêöèè. Ìû äîëæíû íàó÷èòüñÿ ñîçäàâàòü õðàíèëèùå íà ðàññòîÿíèè n ñ ëþáûì çàäàííûì íàïå-
ð¼ä çàïàñîì áåíçèíà (è îêàçàòüñÿ ó ýòîãî õðàíèëèùà â êîíöå ïåðåâîçîê). Êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, ýòî
âîçìîæíî, åñëè â òî÷êå n− 1 èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ áåíçèíà (áàçà èíäóêöèè). Íî ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè, ìû ìîæåì çàïàñòè ëþáîå êîëè÷åñòâî áåíçèíà (A åäèíèö ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøîì A) íà
ðàññòîÿíèè n− 1 îò êðàÿ!

11. 8 ìàðòà êàæäàÿ èç n ó÷èòåëüíèö ïðèøëà â øêîëó ñ îäíèì öâåòêîì. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî âñå öâåòû
ðàçíûå. Êàæäàÿ ó÷èòåëüíèöà ìîæåò ïîäàðèòü ëþáîé äðóãîé ó÷èòåëüíèöå âñå èìåþùèåñÿ ó íåå öâåòû èëè
èõ ÷àñòü. Íåëüçÿ äàðèòü áóêåò, åñëè áóêåò, ñîñòîÿùèé èç òî÷íî òàêèõ æå öâåòîâ, óæå êîìó-òî äàðèëè. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áóêåòîâ ìîãëî áûòü ïîäàðåíî? (îäèí öâåòîê � ýòî òîæå áóêåò)
Îòâåò 2n − 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî èç n öâåòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü 2n − 1 ðàçëè÷íûõ áóêåòîâ. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó
ó÷èòåëüíèö. Áàçà èíäóêöèè (n = 2): Ïóñòü ïåðâàÿ ó÷èòåëüíèöà ïðèíåñëà ðîçó, à âòîðàÿ � òþëüïàí. Ïåðâàÿ
äàðèò âòîðîé ðîçó, à çàòåì âòîðàÿ ïåðâîé � îáà öâåòêà, çàòåì ïåðâàÿ äàðèò âòîðîé òþëüïàí. Èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä (îò k ê k+1). Ïóñòü ïåðâàÿ ó÷èòåëüíèöà ïðèíåñëà ðîçó. Ñíà÷àëà îíà ñòîèò â ñòîðîíå, à âñå îñòàëüíûå
ó÷èòåëüíèöû äàðÿò äðóã äðóãó âñåâîçìîæíûå áóêåòû áåç ðîçû ñîãëàñíî àëãîðèòìó äëÿ k. Ïîñëåäíèé áóêåò
èç îäíîãî öâåòêà (ñêàæåì, òþëüïàíà) äàðèòñÿ ïåðâîé ó÷èòåëüíèöå. Äàëåå òþëüïàí ñ ðîçîé ¾ñêëåèâàþòñÿ¿
â îäèí öâåòîê è è ñíîâà k ó÷èòåëüíèöó êîòîðûõ åñòü ïî îäíîìó öâåòêó äàðÿò èõ äðóã äðóãó ñîãëàñíî
àëãîðèòìó äëÿ k. Â êîíöå ó÷èòåëüíèöà ñ öâåòêîì ðîçà-òþëüïàí äàðèò ðîçó ó÷èòåëüíèöå áåç öâåòêà, è
òåïåðü ïîäàðåíî 2(2k − 1) + 1 = 2k + 1− 1. È ó êàæäîé ó÷èòåëüíûèöû ðîâíî ïî îäíîìó öâåòêó.


