
Ïåðåñòàíîâêè

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà {1, 2, ..., n}

â ñåáÿ. Ïåðåñòàíîâêè çàïèñûâàþò òàáëèöàìè âèäà

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
; òàêàÿ òàáëèöà îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó 1→ 2 (òî

åñòü 1 ïåðåõîäèò â 2), 2→ 4, 3→ 1, 4→ 3.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêà ïðè êîòîðîé âñå ýëåìåíòû îñòàþòñÿ íà ìåñòå íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííîé, ÷àñòî åå

îáîçíà÷àþò e =

(
1 2 3 . . . n
1 2 3 . . . n

)
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì στ ïåðåñòàíîâîê σ è τ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: στ(i) = σ(τ(i)) (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæå-

íèé σ è τ òàêîå ïðîèçâåäåíèå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé) . Íàïðèìåð, åñëè σ =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
è

τ =

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
, òî στ =

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
1. Êàêîé ïåðåñòàíîâêå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

à)

(
1 2 3
2 1 3

)(
1 2 3
1 3 2

)
; á)

(
1 2 3
3 1 2

)2

?

2. Âñåãäà ëè στ = τσ?

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà σ−1 òàêàÿ, ÷òî σσ−1 = e. Òàêàÿ
ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé.
á) Âåðíî ëè, ÷òî σ−1σ = e?
â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê σ, τ, η èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σ(τη) = (στ)η.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè στ = ση, òî íåïðåìåííî τ = η.

4. Âû÷èñëèòå à)

(
123
321

)100

; á)

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)100

. â)

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)−100

;

Îïðåäåëåíèå. Öèêëîì (a1, a2, . . . , ak) íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþùàÿ ýëåìåíòû a1, a2, . . . , ak
(òî åñòü a1 → a2, a2 → a3, . . . , ak . . . a1; èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âñå ýëåìåíòû a1, a2, . . . , ak ðàçëè÷íû; âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 1, ..., n ïåðåõîäÿò â ñåáÿ). ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà.

5. à) Âåðíî ëè ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàçáèâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (ò.å. öèêëû íå èìåþò îáùèõ
ýëåìåíòîâ)?
á) Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé öèêëà σ ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî σk = e? Ìèíèìàëüíîå k ñ ýòèì
ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïåðåñòàíîâêè σ. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê öèêëà?
â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî σk = e. Êàê ïîðÿäîê
ïåðåñòàíîâêè ñâÿçàí ñ äëèíàìè åå öèêëîâ?

6. Ñóùåñòâóþò ëè ïåðåñòàíîâêè 9-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ïîðÿäêîâ 7,10,12,11, 24?

7. Íàéäèòå ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâêè à)

(
1 2 . . . n− 1 n
2 3 . . . n 1

)
; á)

(
1 2 . . . n
n n− 1 . . . 1

)
.

Îïðåäåëåíèå. Òðàíñïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ âñå ýëåìåíòû êðîìå i è j â ñåáÿ, à i è j
ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè. Îáîçíà÷åíèå: (i, j).

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.
á) Ñêîëüêî áóäåò òðàíñïîçèöèé â öèêëå äëèíû k?

9. Íà óðîêå ôèçêóëüòóðû øêîëüíèêè íåêîòîðîãî êëàññà âûñòðîèëèñü â øåðåíãó. Ó÷èòåëü ìîæåò ïîïðîñèòü ëþáûõ
äâóõ øêîëüíèêîâ ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè (áîëåå ñëîæíûå äåñòâèÿ íåìèíóåìî ïðèâîäÿò ê áàðäàêó). Äîêàæèòå, ÷òî îí
ìîæåò ðàññòàâèòü øêîëüíèêîâ ïî ðîñòó.

10. à) Ñêîëüêî âñåãî ïåðåñòàíîâîê â ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ?
á) Ñêîëüêî âñåãî öèêëîâ äëèíû k â ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ?

11. Êàêèå ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåìíîæàÿ (êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî áðàòü ëþáîå ÷èñëî
ðàç) à) (12), (13), . . . (1n); á) (12), (12 . . . n) ?

12. Âàñÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïðèäóìàë òàêóþ êîìáèíàöèþ âðàùåíèé êóáèêà Ðóáèêà, ÷òî èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ êóáèêà
ìîæíî ïåðåéòè â ñîáðàííîå, ïîâòîðèâ ýòó êîìáèíàöèþ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. Íå ïðèâèðàåò ëè Âàñÿ?

×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå. Èíâåðñèåé (èëè áåñïîðÿäêîì) â ïåðåñòàíîâêå σ íàçûâàåòñÿ ïàðà (i, j), òàêàÿ ÷òî i < j, íî σ(i) > σ(j).
×åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè.

1. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè èëè íå÷åòíûìè ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâêè

à)

(
1 2 3 4 5
1 4 3 2 5

)
; á)

(
1 2 3 4 5
2 1 5 3 4

)
; â)

(
1 2 . . . n− 1 n
2 3 . . . n 1

)
; ã)

(
1 2 . . . n
n n− 1 . . . 1

)
.

2. Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ñêîëüêî èíâåðñèé ó ïåðåñòàíîâêè σ−1, çíàÿ ëèøü ÷èñëî èíâåðñèé ó σ?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé ïåðåñòàíîâêîé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íà òðàíñïîçèöèþ ÷¼òíîñòü ïåðåñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷¼òíîñòü öèêëà çàâèñèò òîëüêî îò åãî äëèíû. Êàê?

6. à) Êàê âûðàæàåòñÿ ÷¼òíîñòü στ ÷åðåç ÷¼òíîñòè σ è τ?
á) Êàê âûðàæàåòñÿ ÷¼òíîñòü σn ÷åðåç ÷¼òíîñòè σ è n?

7. Òðè êóçíå÷èêà èãðàþò â ÷åõàðäó: êàæäóþ ñåêóíäó îäèí èç íèõ ïðûãàåò ÷åðåç êàêîãî-òî äðóãîãî (íî íå ÷åðåç äâóõ).
Ìîãóò ëè îíè ÷åðåç 123456789 ñåêóíä âåðíóòüñÿ íà ñâîè ìåñòà?

8. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ äëèíû 3?

9. Ó îòöà áûëî 7 äî÷åðåé. Âñÿêèé ðàç, êîãäà îäíà âûõîäèëà çàìóæ, êàæäàÿ ñòàðøàÿ ñåñòðà, îñòàâøàÿñÿ â íåâåñòàõ,
æàëîâàëàñü îòöó, ÷òî íàðóøåí îáû÷àé âûõîäèòü çàìóæ ïî ñòàðøèíñòâó. Ïîñëå òîãî, êàê âûøëà çàìóæ ïîñëåäíÿÿ
äî÷ü, îêàçàëîñü, ÷òî îòåö óñëûøàë âñåãî 7 æàëîá. Â êàêîì ïîðÿäêå äî÷åðè ìîãëè âûõîäèòü çàìóæ (ïðèâåäèòå
ïðèìåð)? Ñêîëüêî âñåãî òàêèõ ïîðÿäêîâ?

10. 2019 ìàøèí ñòàðòîâàëè è öåëûé äåíü åçäèëè ïî êðóãó. Âå÷åðîì êàæäàÿ ìàøèíà îêàçàëàñü íà òîì æå ìåñòå îòêóäà
è ñòàðòîâàëà. Äîêàæèòå, ÷òî áûëî ñîâåðøåíî ÷åòíîå ÷èñëî îáãîíîâ.

11. Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ ïîìåíÿòü ôèøêè ¾14¿ è ¾15¿ , òàê ÷òîáû âñå îñòàëüíûå îñòàëèñü íà ñâîèõ ìåñòàõ.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14

12. Ïîñëå óñåðäíûõ òðåíèðîâîê Âàñÿ â ñîâåðøåíñòâå îâëàäåë íàâûêîì ñáîðêè êóáèêà Ðóáèêà. Îí óâåðÿåò, ÷òî ìîæåò
äàæå ñîáðàòü êóáèê Ðóáèêà, ó êîòîðîãî ïåðåâåðíóëè ðîâíî îäèí èç áîêîâûõ êóáèêîâ (òî åñòü òîò, ÷òî ñ äâóìÿ
öâåòíûìè ãðàíÿìè). Ìîæíî ëè âåðèòü ýòîìó Âàñå?


