
Ëåììà î òðåçóáöå

1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, AB 6= AC. Ïóñòü ñåðåäèíà BC ýòî òî÷êà A0. Òàêæå â çàäà÷å ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûì ðàäèóñû
âïèñàííîé îêðóæíîñòè r, îïèñàííîé R è âíåâïèñàííûõ ra, rb, rc. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ:
a) Áèññåêòðèñà óãëà A è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå BC ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå WA.
á) Íàéäèòå WAA0.
â) Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà A è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå BC ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæíîñòè â òî÷êå
WA, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.
ã) Íàéäèòå WAA0. Äîêàæèòå ôîðìóëó Êàðíî ra + rb + rc = 4R + r.

2. Ëåììà î òðåçóáöå. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòìåòèëè öåíòð I âïèñàííîé îêðóæíîñòè, öåíòð IA âíåâïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè íàïðîòèâ âåðøèíû A è ñåðåäèíó A0 ¾ìåíüøåé¿ äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî A0B = A0C =
A0I = A0IA

3. Âíåøíÿÿ âåðñèÿ ëåììû î òðåçóáöå. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòìåòèëè öåíòðû IB è IC âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
íàïðîòèâ âåðøèí B è C è ñåðåäèíó A0 ¾áîëüøåé¿ äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî A0B = A0C =
A0IB = A0IC .

4. Ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíû R è r ñîîòâåòñòâåííî.
à) Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ AI âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
ABC â òî÷êå A0. Äîêàæèòå, ÷òî IA∆IA0 = 2Rr.
á) Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýéëåðà: d2 = R2 − 2Rr, ãäå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îïèñàííîé è âïèñàííîé
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC.

5. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè îáîçíà÷åí ÷åðåç I. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB
è AC âûñåêàþò ðàâíûå õîðäû íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC.

6. à)Íà ¾ìåíüøèõ¿ äóãàõ AB è BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû ñåðåäèíû � M è N . Ïóñòü
X � ñåðåäèíà îòðåçêà MN . Äîêàæèòå, ÷òî BX = XI, ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
á)Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû ¾ìåíüøèõ¿ äóã AB,AC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò
îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî AXIY � ðîìá, ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC.

7. Òî÷êà I− öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC Âíóòðè òðåóãîëüíèêà âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà P, ÷òî

∠PBA + ∠PCA = ∠PBC + ∠PCB

Äîêàæèòå, ÷òî AP ≥ AI, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà P ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé I.

8. Íà äóãàõ AB è BC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè K è L òàê,
÷òî ïðÿìûå KL è AC ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABK è CBL
ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû äóãè ABC.

9. Áèññåêòðèñû óãëîâ B è C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B0 è C0 ñîîòâåòñòâåííî
è ïåðåñåêàþò äðóã äðóãà â òî÷êå I. Îêðóæíîñòè ωB è ωC ñ öåíòðàìè â B0 è C0 êàñàþòñÿ îòðåçêîâ AC è AB
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì ωB è ωC ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè A è I.

10. * Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AA1. Èç òî÷êè A1 îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû A1C2 è A1B2

íà ñòîðîíû AB è AC. Îòðåçêè AA1 è B2C2 ïðîäîëæèëè äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà
ABC è ïîëó÷èëè òðåóãîëüíèê A3B3C3. Äîêàæèòå, ÷òî A1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
A3B3C3.

Äîìàøíåå çàäàíèå

11. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êàM � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC, à òî÷êàW � ñåðåäèíà
íå ñîäåðæàùåé C äóãè AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠AIM = 90o. Â êàêîì îòíîøåíèè I äåëèò îòðåçîê
CW?

12. Èç òî÷êè B ïðîâåäåíû ïðÿìûå, êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ω â òî÷êàõ A è C. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC, ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω.
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Äîêàæèòå, ÷òî AP ≥ AI, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà P ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé I.
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Äîìàøíåå çàäàíèå
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