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Серия 20. Лемма Фусса
Лемма Фусса. Окружности 𝑆1 и 𝑆2 пересекаются в точках𝑀 и𝑁. Две прямые, проведён-
ные через точки𝑀 и𝑁, пересекают второй раз окружность 𝑆1 в точках𝐴и𝐶 соответствен-
но и вторично пересекают окружность 𝑆2 в точках 𝐵 и 𝐷 соответственно. Тогда 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷.
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Можно сформулировать и обратные версии леммы (на картинках ниже 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷):
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У конструкции из леммы Фусса есть много разных конфигураций. Например, такие:
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0. (Разбирается сразу) Дан равнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 = 𝐴𝐶). На мень-
шей дуге ı𝐴𝐵 окружности (𝐴𝐵𝐶) взята точка 𝐷. На продолжении отрезка 𝐴𝐷 за точ-
ку𝐷 выбрана точка 𝐸 так, что точки𝐴 и 𝐸 лежат в одной полуплоскости относитель-
но прямой 𝐵𝐶. Окружность треугольника (𝐵𝐷𝐸) пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝐹.
Докажите, что прямые 𝐸𝐹 и 𝐵𝐶 параллельны.

1. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены высоты 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1. Из точек 𝐴1 и 𝐶1
опустили перпендикуляры на прямые 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 соответственно. Докажите, что пря-
мая, проходящая через основания этих перпендикуляров, параллельна стороне 𝐴𝐶.

2. На стороне 𝐴𝐵 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 выбрана точка 𝐾, на стороне 𝐶𝐷—точка𝐻,
и на отрезке 𝐾𝐻— точка𝑀. Докажите, что вторая (отличная от𝑀) точка пересече-
ния окружностей (𝐴𝐾𝑀) и (𝑀𝐻𝐶) лежит на диагонали 𝐴𝐶.

3. Даны окружности 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆3, проходящие через точку 𝑋 . Вторая точка пересечения
окружностей 𝑆1 и 𝑆2 — точка 𝑃, 𝑆2 и 𝑆3 — точка 𝑄, 𝑆3 и 𝑆1 — точка 𝑅. На окружно-
сти𝑆1 выбранапроизвольная точка𝐴. Вторая точкапересеченияпрямой𝐴𝑃 с окруж-
ностью 𝑆2 — точка 𝐵, прямой 𝐴𝑅 с окружностью 𝑆3 — точка 𝐶. Докажите, что точки
𝐵, 𝐶 и 𝑄 лежат на одной прямой.

4. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶, на стороне 𝐴𝐵 выбрана точка 𝐷. Касатель-
ная к окружности (𝐴𝐷𝐶), восстановленная в точке 𝐷, второй раз пересекает окруж-
ность (𝐵𝐷𝐶) в точке𝑀. Докажите, что 𝐵𝑀 ∥ 𝐴𝐶.

5. Биссектрисы𝐴𝐴1 и𝐶𝐶1 треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝐼. Окружности (𝐴𝐼𝐶1)
и (𝐶𝐼𝐴1) повторно пересекают дуги 𝐴𝐶 и ı𝐵𝐶 (не содержащие точек 𝐵 и 𝐴 соответ-
ственно) окружности (𝐴𝐵𝐶) в точках 𝐶2 и𝐴2 соответственно. Докажите, что прямые
𝐴1𝐴2 и 𝐶1𝐶2 пересекаются на окружности (𝐴𝐵𝐶).

6. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵. Через точку 𝐵 проведена прямая,
вторично пересекающая окружности 𝜔1 и 𝜔2 в точках 𝐾 и 𝑀 соответственно. Пря-
мая ℓ1 касается окружности 𝜔1 в точке 𝑄 и параллельна прямой 𝐴𝑀. Прямая 𝑄𝐴
вторично пересекает окружность 𝜔2 в точке 𝑅. Докажите, что:
(a) Касательная ℓ2, проведённая к окружности 𝜔2 в точке 𝑅, параллельна 𝐴𝐾;
(b) Прямые ℓ1, ℓ2 и 𝐾𝑀 имеют общую точку.

7. Теорема Паскаля. Дан вписанный шестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Пусть прямые 𝐴𝐵 и
𝐷𝐸 пересекаются в точке 𝑄, прямые 𝐵𝐶 и 𝐸𝐹 — в точке 𝑃, а прямые 𝐶𝐷 и 𝐹𝐴 —
в точке 𝑅. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄 и 𝑅 лежат на одной прямой.
Подсказка: проведите окружность (𝑃𝐶𝐹).

8. (Финал всероса-2009, задача 11.7) На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 вы-
браны точки 𝐴1 и 𝐶1 соответственно. Отрезки 𝐴𝐶1 и 𝐶𝐴1 пересекаются в точке 𝑃.
Окружности треугольников (𝐴𝐴1𝑃) и (𝐶𝐶1𝑃) вторично пересекаются в точке 𝑄, ле-
жащей внутри треугольника 𝐴𝐶𝐷. Докажите, что ∠𝑃𝐷𝐴 = ∠𝑄𝐵𝐴.


