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Серия 15. ТеоремаМенелая
1. На прямой 𝐴𝐵 отмечены точки 𝑋 и 𝑌 , отличные от 𝐴 и 𝐵. Докажите, что

𝑋 = 𝑌 ⟺
𝐴𝑋
𝑋𝐵

=
𝐴𝑌
𝑌𝐵

.

2. Теорема Менелая. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 и точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 на прямых 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 соот-
ветственно. Тогда точки 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 лежат на одной прямой, если и только если выполнено
соотношение

𝐵𝐴1

𝐴1𝐶
⋅ 𝐶𝐵1
𝐵1𝐴

⋅ 𝐴𝐶1
𝐶1𝐵

= −1.

(a) Докажите, что если точки лежат на одной прямой, то соотношение выполнено.
(b) Докажите, что если соотношение выполнено, то точки лежат на одной прямой.

3. Докажите, что основания внешних биссектрис неравнобедренного треугольника лежат на од-
ной прямой.

4. Окружность касается сторон 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 в точках 𝐾, 𝐿, 𝑀 соответ-
ственно. Докажите, что прямая 𝐾𝐿 делит пополам высоту параллелограмма, опущенную из
вершины 𝐶 на 𝐴𝐵.

5. Вписанная в прямоугольный треугольник𝐴𝐵𝐶 (∠𝐶 = 90∘) окружность касается его сторон𝐴𝐵
и𝐴𝐶 в точках𝐶1 и 𝐵1. Вневписанная окружность касается продолжения сторону 𝐵𝐶 за точку𝐶
в точке 𝐴1. Докажите, что 𝐵1, 𝐶1, 𝐴1 лежат на одной прямой.

6. Смотрите первую картинку. Докажите, что 𝑥 = 𝑦.

7. Смотрите вторую картинку.

8. Пусть 𝐵𝐷— биссектриса треугольника 𝐴𝐵𝐶. Точки 𝐼𝑎, 𝐼𝑐 — центры вписанных окружностей
треугольников𝐴𝐵𝐷и𝐶𝐵𝐷. Прямая 𝐼𝑎𝐼𝑐 пересекаетпрямую𝐴𝐶 в точке𝑄. Докажите, что∠𝐷𝐵𝑄 =
90∘.

𝑥
𝑦


