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Серия 14. Степень точки относительно окружности
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1. Для обеих картинок сверху докажите, что выполнено равенство 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐶 = 𝑃𝐵 ⋅ 𝑃𝐷.

Определение. Степенью точки𝑃 относительноокружности𝜔называется величина±𝑃𝐴⋅
𝑃𝐶, где𝐴и𝐶—точкипересеченияпроизвольной секущейчерез точку𝑃 с окружностью𝜔.
Эта величина обозначается deg(𝑃, 𝜔). Если точка 𝑃 лежит вне окружности, то произведе-
ние берётся со знаком «+», а если внутри — то со знаком «−».

2. Докажите, что для точки вне окружности её степень равна квадрату длины отрезка
касательной к этой окружности.

3. Кдвумокружностям𝜔1 и𝜔2, пересекающимся в точках𝑃 и𝑄, проведена общая каса-
тельная 𝐴𝐵 (𝐴 ∈ 𝜔1 и 𝐵 ∈ 𝜔2). Докажите, что прямая 𝑃𝑄 делит отрезок 𝐴𝐵 пополам.

4. Диагонали трапеции𝐴𝐵𝐶𝐷 с основаниями𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝑃, причём
∠𝐴𝑃𝐵 < 90∘. Докажите, что длины отрезков касательных, проведённых из точки 𝑃
к окружностям, построенным на отрезках 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 как на диаметрах, равны.

Метрический критерий вписанности. Точки 𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐷 на картинках сверху лежат на
одной окружности тогда и только тогда, когда 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐶 = 𝑃𝐵 ⋅ 𝑃𝐷.

Иногда вписанность четырёхугольника удобнее доказывать не равенством уголков, а
именно с помощью метрического критерия вписанности.

5. Из точки 𝑃 вне окружности 𝜔 с центром в точке 𝑂 проведены касательные 𝑃𝐴 и 𝑃𝐵
к окружности 𝜔 (𝐴 и 𝐵— точки касания), а также через точку 𝑃 проведена секущая,
пересекающая окружность 𝜔 в точках 𝐶 и 𝐷. Докажите, что окружность (𝐶𝑂𝐷) про-
ходит через середину отрезка 𝐴𝐵.

6. Через центр 𝐼 вписанной в неравнобедренный треугольник𝐴𝐵𝐶 окружности прове-
дена прямая, перпендикулярная прямой 𝐴𝐼 и пересекающая прямую 𝐵𝐶 в точке 𝐾.



Из точки 𝐼 на прямую 𝐴𝐾 опущен перпендикуляр 𝐼𝐷. Докажите, что точки 𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐷
лежат на одной окружности.

7. В остроугольном неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 высоты 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 пере-
секаются в точке 𝐻, а 𝑂— центр его описанной окружности. Докажите, что точка,
симметричная точке 𝐴 относительно прямой 𝐵1𝐶1, лежит на окружности (𝑂𝐻𝐴1).

8. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена высота 𝐶𝐶1, продолжение медианы
𝐴𝑀 пересекает описанную окружность в точке 𝑁. Точка 𝐷 плоскости такова, что
𝐴𝐵𝐶𝐷—параллелограмм. Докажите, что 𝐴, 𝐶1, 𝑁, 𝐷 лежат на одной окружности.


