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Серия 12. Лемма о трезубце
Лемма о трезубце.Пусть 𝐼 и 𝐼𝐴 —центры вписанной и вневписанной (касающейся сто-
роны 𝐵𝐶 и продолжений сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶) окружностей треугольника 𝐴𝐵𝐶 соответствен-
но. Тогда точки 𝐵, 𝐶, 𝐼, 𝐼𝐴 лежат на одной окружности с центром в середине «меньшей»
дуги 𝐵𝐶 описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

1. Отрезок, соединяющий середины «меньших» дуг 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 описанной окружности
треугольника𝐴𝐵𝐶, пересекает стороны𝐴𝐵 и𝐴𝐶 в точках𝑃 и𝑄. Докажите, что𝐴𝑃𝐼𝑄—
ромб, где 𝐼—центр вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружности.

2. Внешняя лемма о трезубце. Пусть 𝐼𝐵 и 𝐼𝐶 —центры вневписанных окружностей
треугольника𝐴𝐵𝐶, касающихся сторон𝐴𝐶 и𝐴𝐵 соответственно. Тогда точки𝐵,𝐶, 𝐼𝐵 ,
𝐼𝐶 лежат на одной окружности с центром в середине «большей» дуги 𝐵𝐶 описанной
окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

3. В окружность вписан четырёхугольник𝐴𝐵𝐶𝐷. Отметилицентры окружностей, впи-
санных в треугольники 𝐵𝐶𝐷, 𝐶𝐷𝐴, 𝐷𝐴𝐵, 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что отмеченные точки яв-
ляются вершинами прямоугольника.

4. Биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекают его описанную окружность
в точках𝐵0 и𝐶0 соответственноипересекаютдруг друга в точке 𝐼. Окружности𝜔𝐵 и𝜔𝐶
с центрами 𝐵0 и 𝐶0 касаются отрезков 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Докажите, что и че-
рез точку 𝐴, и через точку 𝐼 можно провести прямую, касающуюся обеих окружно-
стей 𝜔𝐵 и 𝜔𝐶 .

5. На «меньших» дугах 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены
точки 𝑀 и 𝑁 соответственно так, что 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶. Докажите, что центры вписанных
окружностей треугольников 𝐴𝐵𝑀 и 𝐴𝐶𝑁 равноудалены от середины дуги 𝐵𝐴𝐶.

6. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 < 𝐵𝐶) точка𝑀 — середина 𝐴𝐶, точка 𝑁 — середина дуги
𝐴𝐵𝐶 описанной окружности треугольника. Докажите, что ∠𝐼𝑀𝐴 = ∠𝐼𝑁𝐵.


