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Серия 2. Критерий вписанности четырёхугольника
Теорема. Выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 можно вписать в окружность тогда и толь-
ко тогда, когда выполнено хотя бы одно из эквивалентных условий:

(1) ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐷; (2) ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐷; (3) ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 180∘;
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1. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность, точка 𝐾—середина «меньшей» дугиı𝐴𝐵 (т. е. не содержащей точек𝐶 и𝐷). Пусть𝑃 и𝑄—точкипересеченияпар хорд𝐶𝐾 и
𝐴𝐵, 𝐷𝐾 и 𝐴𝐵 соответственно. Докажите, что четырёхугольник 𝐶𝑃𝑄𝐷—вписанный.

2. Нахорде𝐴𝐵 окружности𝛺 с центромв точке𝑂 отмечена точка𝑋 . Описанная окруж-
ность треугольника 𝐴𝑋𝑂 пересекает окружность 𝛺 в точках 𝐴 и 𝑌 , причём точки
𝑂 и 𝑌 лежат по разные стороны от прямой 𝐴𝐵. Докажите, что 𝑋𝑌 = 𝑋𝐵.

3. В окружность с центром в точке 𝑂 вписана трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶). Диагонали
трапеции пересекаются в точке 𝐾. Докажите, что точки 𝐴, 𝐵, 𝐾, 𝑂 лежат на одной
окружности.

4. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с углом ∠𝐴 = 60∘ отмечены точки 𝐻, 𝐼, 𝑂— ор-
тоцентр и центры вписанной и описанной окружностей соответственно. Докажите,
что описанная окружность треугольника 𝐻𝐼𝑂 проходит через вершину 𝐵.

5. В окружность вписан выпуклый пятиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸. Известно, что 𝐴𝐸 = 𝐷𝐸.
Диагонали 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 пересекаются в точке 𝑃. На продолжении стороны 𝐴𝐵 за точ-
ку 𝐴 отмечена такая точка 𝑄, что 𝐴𝑄 = 𝐷𝑃. На продолжении стороны 𝐷𝐶 за точку 𝐷
отмечена такая точка 𝑅, что 𝐷𝑅 = 𝐴𝑃. Докажите, что 𝑃𝐸 ⟂ 𝑄𝑅.

6. На стороне 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝐷. Окружность, описанная около
треугольника 𝐴𝐷𝐵, пересекает сторону 𝐴𝐶 в точке𝑀, а окружность, описанная око-
ло треугольника𝐴𝐷𝐶, пересекает сторону𝐴𝐵 в точке𝑁 (𝑀,𝑁 ≠ 𝐴). Пусть𝑂—центр
описанной окружности треугольника 𝐴𝑀𝑁. Докажите, что 𝑂𝐷 ⟂ 𝐵𝐶.

7. На диагонали𝐴𝐶 ромба𝐴𝐵𝐶𝐷 взята произвольная точка𝐸, отличная от точек𝐴и𝐶,
а на прямых 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶— точки 𝑁 и𝑀 соответственно так, что 𝐴𝐸 = 𝑁𝐸 и 𝐶𝐸 = 𝑀𝐸.
Пусть𝐾—точка пересечения прямых𝐴𝑀 и𝐶𝑁. Докажите, что точки𝐾, 𝐸 и𝐷 лежат
на одной прямой.

8. (Региональный этап всероса-2017, задача 10.8) Окружность𝛺 описана около остро-
угольного треугольника 𝐴𝐵𝐶. На стороне 𝐴𝐵 выбрана точка 𝐷, а на стороне 𝐴𝐶 —
точка 𝐸 так, что 𝐵𝐶 ∥ 𝐷𝐸. Точки 𝑃 и 𝑄 на «меньшей» дуге 𝐵𝐶 окружности𝛺 таковы,
что 𝐷𝑃 ∥ 𝐸𝑄. Лучи 𝑄𝐵 и 𝑃𝐶 пересекают прямую 𝐷𝐸 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно.
Докажите, что ∠𝑋𝐴𝑌 + ∠𝑃𝐴𝑄 = 180∘.


