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Лемма об изогоналях
1. Лемма. Внутри угла 𝐴𝑂𝐵 проведены лучи 𝑂𝐷 и 𝑂𝐶, симметричные относительно

биссектрисы этого угла. Если 𝑃 — точка пересечения 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶, а 𝑄 — точка пере-
сечения 𝐵𝐷 и 𝐴𝐶, то лучи 𝑂𝑃 и 𝑂𝑄 также симметричны относительно биссектрисы
угла 𝐴𝑂𝐵.

2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 чевианы 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в одной точке. Оказа-
лось, что ∠𝐵1𝐴1𝐶 = ∠𝐶1𝐴1𝐵. Докажите, что 𝐴𝐴1 — высота.

3. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены биссектрисы 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1. Отрезок 𝐴1𝐶1 пересека-
ет биссектрису угла 𝐵 в точке 𝑃, а отрезок 𝐴1𝐵1 биссектрису угла 𝐶 в точке 𝑄. Дока-
жите, что ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝑄𝐴𝐶.

4. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 внешним образом постро-
ены квадраты 𝐴𝐵𝐹𝐸 и 𝐴𝐶𝐺𝐻. Докажите, что точка 𝑃 пересечения прямых 𝐶𝐹 и 𝐵𝐺
лежит на высоте треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведённой из вершины 𝐴.

5. Дан вписанный четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Диагонали 𝐴𝐶 и 𝐷𝐵 пересекаются в точке
𝐸, а прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝐹. На прямой 𝐸𝐹 взяли такую точку 𝑃,
что ∠𝐵𝑃𝐸 = ∠𝐸𝑃𝐶. Докажите, что ∠𝐴𝑃𝐸 = ∠𝐷𝑃𝐸.

6. В выпуклом четырехугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 точки 𝐼 и 𝐾 — центры вписанных окружно-
стей треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐶𝐷 соответственно, а 𝐽 и 𝐿—центры их вневписанных
окружностей, со сторон 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 соответственно. Докажите, что прямые 𝐼𝐿 и 𝐽𝐾 пе-
ресекаются на биссектрисе угла 𝐵𝐶𝐷.

Вырожденные случаи

7. Пусть 𝑂𝐶 и 𝑂𝐷 — изогонали угла 𝐴𝑂𝐵. Прямые 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝑃.
Если 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷, рассмотрим луч 𝑂𝑄, параллельный 𝐴𝐵. Тогда 𝑂𝑃 и 𝑂𝑄 — также
изогонали относительно угла 𝐴𝑂𝐵. (Точка 𝑄 бесконечно удалена.)

8. Пусть 𝑂𝐶 и 𝑂𝐷— изогонали угла 𝐴𝑂𝐵. Прямая, проходящая через 𝐵 параллельно
𝑂𝐶 пересекает 𝐴𝐷 в точке 𝑃. Прямая, проходящая через 𝐴 параллельно 𝑂𝐶 пересе-
кает 𝐵𝐷 в точке 𝑄. Тогда 𝑂𝑃 и 𝑂𝑄 изогонали. (Точка 𝐶 бесконечно удалена.)

9. Пусть 𝑂𝐶 и 𝑂𝐷— изогонали угла 𝐴𝑂𝐵. Прямая, проходящая через 𝐶 параллельно
𝑂𝐵, пересекает прямую, проходящую через 𝐷 параллельно 𝑂𝐴, в точке 𝑃. Прямая,
проходящая через 𝐶 параллельно 𝑂𝐴, пересекает прямую, проходящую через 𝐷 па-
раллельно 𝑂𝐵, в точке 𝑄. Тогда 𝑂𝑃 и 𝑂𝑄 изогонали относительно угла 𝐴𝑂𝐵. (Точки
𝐴 и 𝐵 бесконечно удалены.)
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Лемма об изогоналях. Ещё задачи.
1. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 выполнено соотношение 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. На стороне

𝐵𝐶 выбраны такие точки 𝐷 и 𝐸, что 𝐵𝐷 = 𝐶𝐸 < 𝐵𝐶/2. Точка 𝑃 внутри треугольника
такова, что 𝑃𝐷 ∥ 𝐴𝐸 и ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝐸𝐴𝐶. Докажите, что ∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝑃𝐶𝐴.

2. Вершины 𝐵 и 𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 спроецировали на биссектрису внешнего угла𝐴,
получили точки 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. Докажите, что прямые 𝐴1𝐶 и 𝐶1𝐴 пересека-
ются на внутренней биссектрисе угла 𝐴.

3. Диагонали трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑃. Точка 𝑄 лежит между парал-
лельными прямыми 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 так, что ∠𝐴𝑄𝐷 = ∠𝐶𝑄𝐵 и прямая 𝐶𝐷 разделяет точки
𝑃 и 𝑄. Докажите, что ∠𝐵𝑄𝑃 = ∠𝐷𝐴𝑄.

4. В трапеции𝐴𝐵𝐶𝐷 боковая сторона𝐶𝐷 перпендикулярна основаниям,𝑂—точка пе-
ресечениядиагоналей.На описаннойокружности𝑂𝐶𝐷 взята точка𝑆, диаметрально
противоположная точке 𝑂. Докажите, что ∠𝐵𝑆𝐶 = ∠𝐴𝑆𝐷.

5. На прямой, содержащей высоту треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведённую к стороне 𝐵𝐶, вы-
брали точку 𝑋 . Точка 𝐷 — середина дуги 𝐵𝐶 описанной окружности остроуголь-
ного треугольника 𝐴𝐵𝐶, не содержащая точку 𝐴. Прямая, проходящая через центр
окружности, параллельно𝐴𝐷 пересекает прямую𝑋𝐷 в точке𝑁. Точка𝑀—середина
отрезка 𝑋𝐷. Докажите, что ∠𝑋𝐴𝑀 = ∠𝑁𝐴𝑂.

6. Диагонали вписанного четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑃. Точки 𝐸
и 𝐹 — проекции точки 𝑃 на стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 соответственно. Отрезки 𝐶𝐸 и 𝐵𝐹
пересекаются в точке 𝑄. Докажите, что 𝑃𝑄 и 𝐸𝐹 перпендикулярны.

7. К описанной окружности треугольника𝐴𝐵𝐶 проведены касательные в точках 𝐵 и𝐶.
Лучи𝐶𝐶1 и𝐵𝐵1, где𝐵1 и𝐶1—серединысторон𝐴𝐶 и𝐴𝐵, пересекают эти касательные
в точках 𝐾 и 𝐿 соответственно. Докажите, что ∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝐿.

8. Точка 𝐻′ симметрична основанию высоты 𝐴𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶 относительно се-
редины стороны 𝐵𝐶. Касательные к описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 в
точках 𝐵 и 𝐶 пересекаются в точке 𝑋 . Прямая, проходящая через 𝐻′ и перпендику-
лярная 𝑋𝐻′ пересекает прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑌 и 𝑍 соответственно. Докажите,
что ∠𝑌𝑋𝐵 = ∠𝑍𝑋𝐶.


