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Изогональное сопряжение
Определение. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Точки 𝑃 и 𝑄 называются изогонально сопряжен-
ными относительно треугольника𝐴𝐵𝐶, если прямые 𝑃𝐴 и𝑄𝐴 симметричны относитель-
но биссектрисы угла 𝐴, прямые 𝑃𝐵 и 𝑄𝐵 симметричны относительно биссектрисы угла
𝐵, прямые 𝑃𝐶 и 𝑄𝐶 симметричны относительно биссектрисы угла 𝐶.

1. Какие точки изогонально сопряжены сами себе? Во что переходят точки описанной
окружности при изогональном сопряжении?

2. Точки 𝑃 и 𝑄 изогонально сопряжены относительно треугольника 𝐴𝐵𝐶.
(a) Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧—расстояния от точки 𝑃 до прямых 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐵𝐶 соответственно, 𝑥′,
𝑦′, 𝑧′ — расстояния от точки 𝑄 до этих прямых. Докажите, что 𝑥𝑥′ = 𝑦𝑦′ = 𝑧𝑧′.
(b) Опустим из точек 𝑃 и 𝑄 перпендикуляры на прямые 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐵𝐶. Докажите, что
6 полученных точек лежат на одной окружности.
(c) Провыпуклыйчетырехугольник𝐴𝐵𝐶𝐷известно, что∠𝐴 = ∠𝐶 ≠ 90∘. Докажите,
что основания перпендикуляров, опущенных из точки 𝐷 на прямые 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, и
середина отрезка 𝐴𝐶 лежат на одной окружности.

3. В треугольнике𝐴𝐵𝐶 провели высоты𝐴𝐴0, 𝐵𝐵0,𝐶𝐶0.𝑀—произвольная точка,𝐴1—
точка, симметричная𝑀 относительно 𝐵𝐶, аналогично определим точки 𝐵1, 𝐶1. До-
кажите, что прямые 𝐴0𝐴1, 𝐵0𝐵1, 𝐶0𝐶1 пересекаются в одной точке.

4. Про параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷 известно, что ∠𝐷𝐴𝐶 = 90∘. Пусть 𝐻 — основание пер-
пендикуляра, опущенногоиз𝐴на𝐷𝐶,𝑃—такая точканапрямой𝐴𝐶, что прямая𝑃𝐷
касается описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐷. Докажите, что ∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝐷𝐵𝐻.

5. На окружности расположены точки 𝐴, 𝐶, 𝐸, 𝐵, 𝐹, 𝐷 в указанном порядке. Отрезки
𝐴𝐵 и 𝐷𝐸 пересекаются в точке 𝑋 , отрезки 𝐴𝐹 и 𝐶𝐷— в точке 𝑌 , отрезки 𝐵𝐶 и 𝐸𝐹 —
в точке 𝑍. Докажите, что точки 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 лежат на одной прямой.

6. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝑃 такая, что 𝑃𝐵 = 𝑃𝐶. Точка 𝑄 такова, что
она лежит в разных с 𝐴 полуплоскостях относительно прямой 𝐵𝐶 и ∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐵𝐶𝑄,
∠𝐴𝐶𝑃 = ∠𝐶𝐵𝑄. Докажите, что точки 𝐴, 𝑃, 𝑄 лежат на одной прямой.

7. Вписанная окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 касается стороны𝐵𝐶 в точке𝐴1, точка 𝐼—
центр этой окружности. Прямая, проходящая через точку𝐴1 перпендикулярно𝐴𝐴1,
пересекает прямые 𝐵𝐼 и 𝐶𝐼 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Докажите, что 𝐴𝑋 = 𝐴𝑌 .

8. Серединные перпендикуляры к сторонам 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶 пересекают медиану, проведенную из вершины𝐴, в точках𝐷 и 𝐸 соответствен-
но. Прямые 𝐶𝐸 и 𝐵𝐷 пересекаются в точке 𝐹. Докажите, что 𝐹 лежит на окружно-
сти, построенной на 𝐴𝑂 как на диаметре, где 𝑂 — центр описанной окружности
треугольника 𝐴𝐵𝐶.


